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Transformaciones Lineales

Definicion de transformacion

Una funcidn, aplicacion o transformacion es un conjunto de operaciones que se realizan sobre un elemento de un
espacio vectorial V, para convertirlo en un elemento de otro espacio vectorial V.

EJEMPLO 3.1. Sean los espacios vectoriales
V ={ax?+ bx +cla,b,c € R} y W ={(a,b,c)|a,b,c € R}
y la transformacién T: V — W definida por T(ax? + bx + ¢) = (a + 1,b + ¢, 0).

Se observa facilmente que cualquier elemento de V se convierte en un elemento de W, tras aplicarsele la
transformacién T. Por ejemplo, si 7 = —2x2 + x — 2, al aplicarle la transformacién T, se obtiene:

T(-2x2+x—2) = (=2 +1,1—2,0)
= (_1,_1;0)

Por lo que el polinomio de I se convirtié en una terna ordenada perteneciente a W.

EJEMPLO 3.2. Sea M, el espacio vectorial de las matrices cuadradas de orden dos con elementos reales, y una
transformacion H: M, — M, que se define como

e -G '

., . . . . . . - 1 -1
En este caso, la transformacién se aplica del mismo espacio al mismo espacio. Por ejemplo, para el vector X = (O 1 )

se tiene que la transformacion obtenida es

1 -1\ _ 1 -1+40
H(o 1 )"<—(—1)—0 1 )
1 -1
o (1 1 )
Dominio, codominio, nucleo y recorrido de una transformacion.

Al igual que las funciones tradiciones, las transformaciones tienen tres partes esenciales para existir: el dominio, el
codominio, y la regla de asignacién, como se observa en la figura 3.1.
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Figura 3.1. Diagrama de Venn de una transformacion. V es el dominio, W el codominio, T la regla de asignacion y
T (V) es el recorrido.

El dominio es el espacio vectorial V' al cual se le aplicard la transformacidén; el codominio es el espacio W al cual
pertenece el resultado de aplicar la transformacidn; la regla de asignacion T es la forma en la cual se debe manipular un
elemento de V para convertirlo en un elemento de W; finalmente, T(V) es el recorrido de la transformacién, y es el
subconjunto de W obtenido a partir de la aplicacidn de la transformacién a cada elemento de V.

EJEMPLO 3.3. Sea la transformacién S: R* — P;, definida por la regla de asignacién
S(a,b,c,d) =(a+d)x+ (b—c)

donde R* es el espacio vectorial de los cuartetos ordenados con elementos reales, y P; es el espacio vectorial de los
polinomios de grado menor o igual a uno.

En este caso, el dominio de S serd el espacio R*; en tanto que el codominio es P;. Para obtener el recorrido de la
transformacion se requiere obtener uno de sus conjuntos generadores. Esto se logra a partir de la transformacion de
una base del dominio; es decir, si se aplica la transformacion a la base de R*

B ={(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)}
Se obtendra un conjunto generador:

$(1,0,0,0) = x
$(0,1,0,0) = 1
5(0,0,1,0) = —1
$(0,0,0,1) = x

Entonces, el conjunto generador del recorrido es
G={x1-1,x}
Como se observa, el conjunto G también es generador de P;. En este caso, el recorrido y el codominio son el mismo.

EJEMPLO 3.4. Para la transformaciéon T: C - M, definida por

TG +yD) = (—xy x_+yy)
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donde C (dominio) es el espacio vectorial de los nimeros complejos sobre el campo real, y M, (codominio) es el espacio
vectorial de las matrices cuadradas de orden dos sobre el campo real.

El recorrido se obtendrd por medio del conjunto generador resultante de transformar la base {1, i}.
_(1 0
T(1) = (0 1)
~_(0 -1

T = (—1 1 )

Para este caso M, # T(C). Utilizando la ecuacion de dependencia lineal
1 0 0 —-1\_y a b
“1(0 1)+“2(—1 1)_(c d)

Y teniendo el sistema de ecuaciones lineales

a=a
—0(2=b
—0(2=C

a1+a2=d

Se obtiene que el espacio generado por el conjunto {T'(1), T (i)} es

T(C) ={(‘C‘ Z)|b =c,d=a-b;abcdeR]

{5 o2p)locen)

Dentro de las transformaciones existe un subconjunto especial llamado nucleo. El nucleo es parte del dominio y es el
conjunto de vectores de V cuya transformacion bajo T tiene como Unico resultado al vector nulo del espacio W
(codominio). Es decir, si se tiene una transformacién T:V — W y existe un subconjunto U c V tal que T(U) = 0y,
entonces el subconjunto U es el nucleo de la transformacion T.

EJEMPLO 3.5. Sean el espacio vectorial de los polinomios de grado menor o igual a dos con coeficientes reales, y la
transformacion T: P, = P, definida por

T(ax?+bx+c)=(a+2b—c)x*+ (b +c)x+(a+b—2c)

Para obtener el ndcleo de la transformacion se debe considerar que al transformar un polinomio se obtendra el
polinomio nulo; es decir,

T(ax? + bx +c¢) =0x?>+0x+0
entonces,

T(ax?+bx+c)=(a+2b—c)x*+ (b +c)x+(a+b—2c)
=0x?2+0x+0

De aqui se plantea el siguiente sistema de ecuaciones:

3 I Ing. Aldo Jiménez Arteaga



AL | 2016

0x2+0x+0=(a+2b—c)x?+(+c)x+(a+b—2c)

a+2b—c=0
b+c=0
a+b—2c=0

donde se obtiene que el conjunto solucién es (—3b, b, —b); por lo tanto, el nicleo de la transformacidn serd aquel que
cumpla las condiciones a = —3b y ¢ = —b, es decir,

N(T) = {—3bx? + bx — b|b € R}
Se puede verificar que si se aplica la transformacién al vector 1 = —3bx? + bx — b, se obtendrd el polinomio nulo.

T(=3bx%?+bx —b) =[-3b+2b— (=b)]x* + [b+ (=b)]x + [-3b + b — 2(—b)]
= (=3b+3b)x%?+ (b — b)x + (=3b + 3b)
=0x2+0x+0

Se debe recalcar que el nucleo es un subconjunto del dominio; en este ejemplo tanto el dominio como el codominio son
el mismo espacio vectorial, pero no siempre sucede asi.

Definicion de transformacion lineal

Como se ha visto, una transformacion tiene tres elementos esenciales: el dominio, el codominio y la regla de
correspondencia; ademas, tiene dos caracteristicas importantes derivadas de las tres antes mencionadas: el recorrido
(perteneciente al codominio) y el ntcleo (parte del dominio).

En Algebra Lineal se ha hablado de operaciones de suma de vectores y de multiplicacién por un escalar; para que una
transformacion sea caso de estudio en el Algebra Lineal, es necesario que mantenga dichas operaciones vélidas a lo
largo de la transformacién. Es asi como surge el concepto de transformacion lineal.

Sean V y W dos espacios vectoriales sobre el mismo campo K y una transformacion T:V — W. Se dice que T es una
transformacion lineal si satisface V&,V € V y V a € K las propiedades

v T+ v) =T@)+ T(v) (Principio de superposicién).
v' T(au) = aT (&) (Principio de homogeneidad).

Es decir, T es lineal si preserva las dos operaciones definidas dentro del espacio vectorial: suma de vectores y
multiplicacién de un escalar por un vector.

EJEMPLO 3.6. Sean los espacios vectoriales

v={¢ 2

W = {ala € R}

a,b,c,dE€ [R{}

ambos sobre el campo de los reales. Debe verificarse si las transformaciones T:V - W y S:W =V son
transformaciones lineales, donde
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T(Ccl Z)=2a—b+c—d

a —a
S(a) = (—a a+ 1)
Para el caso de la transformacion T se tiene lo siguiente.
Superposicion:
a, b1> (az bz) _ (a1 b1) (az bz)
T<<C1 d, * c; dp =T 1 dy T c; d;
(a1 +a, by+b,

c1+c, di+d,
2(a; +ay) —(by + by) + (c; +¢3) — (dy +dy) = (2a; — by +¢; —dy) + (2a, — by + ¢, — d3)

)=(Zal—b1+cl—d1)+(2a2—b2+C2—d2)

Por propiedades de la suma y la multiplicacion de los nimeros reales, se concluye que la propiedad se cumple, ya que la

ultima expresion es cierta.

Homogeneidad:

a; b1\ _ (al b1>
T<a <C1 d1>> =af a1 dy
T <aa1 abl)
ac; ady

2aa, —aby + ac; —ad; = a(2ay — by +¢; — dy)

a(2a; —by + ¢, —dy)

En este caso se tiene que por propiedades de la distribucidén en los nimeros reales, la propiedad se cumple. Al cumplir la
superposicion y la homogeneidad, se concluye que T es una transformacidn lineal.

Para la transformacién S se probara primero la homogeneidad.

Homogeneidad:
S(aa) = aS(a)

( aa —aa ) - ( a —a )

—aa aa+1 “N—a a+1

(aa —aa)¢(aa —aa)

—aa aa+1 —aa aa+ta
En esta ultima expresion se confirma que el elemento en el renglén dos, columna dos no es el mismo; por lo tanto la
propiedad no se cumple y la transformacion S no es lineal.

No es necesario probar la superposicién ya que S no posee homogeneidad.

Los subespacios nucleo y recorrido de una transformacion lineal

Las transformaciones lineales también tienen subconjuntos dentro del dominio y del codominio; como se vio en el
apartado anterior, dichos subconjuntos son el nucleo y el recorrido, respectivamente. De manera especial, dentro de las
transformaciones lineales dichos subconjuntos forman también subespacios, los cuales forman la base de un teorema

gue se verd mas adelante.
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Sea T:V — W una transformacion lineal. Los subespacios T (V) (recorrido de la transformacion) y N(T) (nucleo de la
transformacion) se definen como:

1. TW)={T(w) eW|VvEeEV}
2. NT)={eV|IT@) =0¢eW}

EJEMPLO 3.7. Sea la transformacion lineal X: R* — R3, definida por
Xw,x,y,z) =w+2x+3y+2zw+3x+5y—223w+8x+ 13y — 32)
Para obtener su nucleo y recorrido se procede de la siguiente manera.

Recorrido. Al transformar una base del dominio, se obtendra un conjunto generador del recorrido; se utilizara la base
candnica de R*.

X(1,0,0,0) = (1,1,3)
X(0,1,0,0) = (2,3,8)
X(0,0,1,0) = (3,5,13)
X(0,0,0,1) = (1,-2,-3)

Por lo que el conjunto generador serd G = {(1,1,3),(2,3,8),(3,5,13),(1,—2,—3)}; con éste se establece el espacio
generado, utilizando los vectores como renglones de una matriz:

1 1 3
2 3 8
3 5 13
1 -2 -3

Al escalonar esta matriz y obtener la base del espacio rengldn, se podra obtener el recorrido de la transformacion.

1 3 1 1 3 1 1 3 1
3 8| (0o -1 -2) (0o 1 2)_[o0
5 13/ |0 -2 -4/ lo -1 —2)71o
-2 -3/ \0o 3 6 0 -1 -2/ \o

~

S OO
SO RO
S O N

3
2
0
0

— W N e
cCOoORr R

Por lo que la base candnica del subespacio es {(1,0, 1), (0, 1, 2)}, y ésta genera al subespacio
X(RY) = {(a,b,a + 2b)|a, b € R}
Que es el recorrido de la transformacidn.
Nucleo. Para el nucleo se utiliza directamente la regla de asignacion, igualada al vector nulo del codominio.

Xw,x,y,z) =wW+2x+3y+2zw+3x+5y—2z3w+8x + 13y — 32)
= (0,0,0)

Y se genera el sistema de ecuaciones lineales
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w +2x +3y +z = 0
w +4+3x 45y -2z = 0
3w +8x +13y -3z = 0

Y la solucién se da por
1 2 3 1 1 2 3 1 1 2 3 1 1 2 3 1
1 3 5 =-2]~(0 -1 -2 3|~|0 1 2 -3]~(0 1 2 =3[~
3 8 13 -3 0 -2 —4 6 0o -1 -2 3 0 0 0 O

1 0 -1 7
~<O 1 2 —3)
0 0 O 0

Al replantear el sistema de ecuaciones se tiene que

|
o

w -y +7z
x +2y -3z = 0

y el conjunto solucidn es
NX) ={(y —7z,-2y +3z,y,2)|y,z € R}
que también es el ndcleo de la transformacion lineal.

En este ejemplo se verifica que tanto el nucleo como el recorrido son subespacios, ya que en ambos se cumple la
respectiva cerradura para la suma de vectores y multiplicacion por un escalar; ademas, cada subespacio contiene al
vector nulo respectivo.

EJEMPLO 3.8. Sea la transformacion lineal R: R — M,, definida por

R(x.y,z) = (_xz+y xf;zz)

Para obtener el recorrido se tiene que establecer la transformacion de una base del dominio. En este caso, se
manipulard la base candnica de R3.

003 )
- ()
R(0,0,1) = ((1’ _01)

. . -1 I /1 -1, (0 O NPT .
Para encontrar el espacio generado por el conjunto {( 0 1) , (0 _1) , (1 _1)} se acude a una combinacidn lineal:

a(y Jrel el 2)=C o)

Y se resuelve el sistema de ecuaciones lineales
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—a; +a, a
a;  —a = b
a3 = ¢
a, —a; —as d
Al escalonar la matriz de coeficientes se tiene que
-1 1 0 a -1 1 0 a -1 1 0 a
1 -1 0 by [0 0 O a+b)| (0 0 1 c -
0 0 1 c 0 0 1 c 0 0 0O : a+b
1 -1 -1 d 0 0 -1 a+d 0 0 -1 : a+d
-1 1 0 a
[ 0 0 1 c
0 0 O a+b
0 0 0 a+c+d

Por lo que las restriccionesa + b =0y a + ¢ + d = 0 le daran forma al recorrido de la transformacion:

R = (010 faces)

El nlcleo de la transformacion utiliza directamente la regla de asignacion.

(o o= 1570

Y se obtiene
-x +y 0
x =y 0
z =0
x -y —z = 0

Directamente, se deduce que z = 0 y x = y; por lo que el nucleo de la transformacion es
N(R) = {(x,x,0)|x € R}

Para este caso, también se satisface que el recorrido es subespacio vectorial del codominio, y el nicleo es subespacio
vectorial del dominio.

Caso de dimension finita: relacion entre las dimensiones del dominio, recorrido y nucleo
de una transformacion lineal.

Existe una relacion interesante entre las dimensiones de nucleo, el recorrido y el dominio de una transformacion lineal;
esta relacién es fundamental en los espacios vectoriales de dimension finita.

Sean los espacios vectoriales VV de dimension n, W de dimensién m, y la transformacién lineal T: V — W. Se establece

dimV = dim N(T) + dim T(V)
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Se debe recalcar que dimV = dim N(T) y dim W = dim T (V); las relaciones de igualdad se estableceran mas adelante,
cuando se trate el tema de isomorfismo, transformacién identidad y transformacion nula.

Como una nota adicional, muchas ocasiones la dimensién del recorrido se conoce como rango, y la dimensién del nucleo
como nulidad.

EJEmMPLO 3.9. Sean los espacios vectoriales y las transformaciones lineales consideradas en los ejemplos 3.7 y 3.8.
Para el primer caso, X: R* —» R3 definida por
Xw,x,y,z) =wW+2x+3y+2zw+3x+5y—223w+8x+ 13y — 32)
Se tiene que el nucleo y el recorrido son, respectivamente,
NX)={(y—7z -2y +3z7y,z)|y,z € R} y X(R*) = {(a,b,a + 2b)|a,b € R}

Se sabe que la dimension del dominio es cuatro; por otro lado, la dimensién del nucleo es dos y la del recorrido es dos;
por lo tanto, se satisface que

dim R* = dim N(X) + dim X (R*)
4=2+2

Como el dominio es de dimension finita, se satisface el teorema mencionado al inicio de este apartado.

En el segundo caso, la transformacién lineal R: R® — M, se define por

R(x,y,2) = (_xz+y xf;}—lz)

cuyo nucleo y recorrido son

NR) ={(x,x0)|xeR} vy R@@):{C _;fcﬂmceR}

que tienen una nulidad igual a uno, y un rango equivalente a dos; como la dimensién del dominio es tres, se satisface la
ecuacion

dim R3® = dim N(R) + dim R(R3)
3=1+4+2

Por lo tanto, también se comprueba que el teorema de dimensiones es valido.

Isomorfismo entre espacios vectoriales
Dentro de las transformaciones lineales se puede establecer una relacidon de equivalencia entre los espacios vectoriales.
Por ejemplo, si se tiene al espacio vectorial V y una transformacién lineal de la forma T: V — V definida por

T(B)=3,YTEV

Se tiene que la transformacion lineal aplica al espacio V en él mismo; esta transformacién se conoce como
transformacion identidad y se denota como
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LV -V

Adicionalmente, esta transformacidén tiene las propiedades de ser suprayectiva e inyectiva. Recuérdese que una funcion
suprayectiva establece que el recorrido es el codominio; es decir, la funcion relaciona al dominio sobre el codominio. En
tanto que una funcion inyectiva establece que a cada elemento del recorrido se le asocia con uno sélo del dominio; es
decir, la funcién es uno a uno entre el dominio y el codominio.

EJempLO 3.10. La transformacién identidad I: P, = P, definida por
I(ax? + bx+c) =ax?+bx+c

Establece que cada polinomio del dominio P, se convertird en un polinomio del codominio P,; es decir, todo el
codominio esta cubierto por el dominio, o el recorrido de la transformacion es el mismo codominio. En este caso la
funcidn es suprayectiva.

La transformacion también presenta la naturaleza de que cada polinomio serd transformado en si mismo; por ejemplo,
el polinomio del dominio p = x? + x + 1 solo tiene un asociado en el codominio: él mismo.

Ix?+x+1)=x?>+x+1

Si se establece con el polinomio genérico esta aseveracién se confirmard que a cada elemento del dominio le
corresponde uno y sélo uno del codominio; es decir, la transformacidn es inyectiva.

Existen transformaciones lineales, no necesariamente la transformacidn identidad, que son suprayectivas e inyectivas.
Dichas aplicaciones son conocidas como isomorfismos.

Sean dos espacios vectoriales V' y W, y una transformacion lineal T: V — W. Los espacios I/ y W son isomorfos entre si,
solo si T es inyectiva y suprayectiva; entonces, a T se le conoce como isomorfismo. A un isomorfismo se le denotara
como Is, y a los espacios vectoriales isomorfos como V = W.

Los isomorfismos cumplen con propiedades importantes. Sean los espacios isomorfos V, W, y el isomorfismo Is:V —
W . Para esta transformacion se cumple que

v Sunlcleo es el vector nulo: N(Is) = {0}
v' Es no-singular; es decir, tiene una transformacion inversa.
v" Una base cualquiera del dominio se transforma en una base del codominio.

EjempLO 3.11. Sea la transformacion lineal T: D3 — P, entre los espacios

a 0 0
D;={{0 b 0]|abc€eR y P, = {ax? + bx + c|a,b,c € R}
0 0 c
Definida como
a 0 O
T{0O b 0|=(a—b)x>+bx+ (a—2c)
0 0 ¢
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Para verificar si la transformacién lineal es un isomorfismo, se debe considerar que se cumplen las tres propiedades
mencionadas anteriormente.

Nucleo de la transformacion:

a 0 O
T(O b 0>=(a—b)x2+bx+(a—c)

0 0 c
=0x2+0x+0
Se obtiene que
a -b = 0
b = 0
a —-c =0

De la segunda ecuacion se deduce que la Unica solucidon validad para el SELH es la solucidn trivial; por lo tanto, el nucleo
de la transformacion es el vector nulo.

Transformacion de una base:

La base que se utilizara para el dominio sera

vyl

Il
—
~/
O O
oS O O
o O O
<~
~
O O O
O = O
o O O
<~
~~
o O O
o O O
_ O O
~
N e’

Por lo que la transformacidn sera:

1 0 0

T(O 0 0>=x2+1
0 0 0
0 0 O

T(O 1 0>=—x2+x
0 0 O
0 0 O

T(O 0 0>=—1
0 0 1

Debido a que el conjunto {x? + 1, —x? + x, —1} es generador del recorrido, se necesita corroborar que es una base del
codominio; por lo tanto, se recurre a la ecuacion de dependencia lineal

a;(x?+ 1)+ ay(—x%+x) + a3(—1) = 0x2+ 0x + 0

Del sistema de ecuaciones resultante

al _az = 0
a, = O
0_’1 —0(3 = 0
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Se obtiene que aq, @, a3z = 0; por lo tanto, el conjunto analizado es linealmente independiente, y en consecuencia es
una base del codominio. Asi, se cumple la tercera propiedad del isomorfismo.

Singularidad de la transformacion:

Para esta seccién se debe tomar en cuenta la matriz asociada a la transformacién; dicho concepto se tratara en el
siguiente tema. Sin embargo, para comprobar esta propiedad se utilizaran los resultados obtenidos en el punto anterior.
El primer elemento considerado serd la matriz de coeficientes del sistema de ecuaciones

al _az = 0
a, = O
al —0(3 = 0

Mas adelante, se confirmard que esta es la matriz asociada a la transformacidn lineal, y que esta referida a las bases
naturales de los espacios vectoriales involucrados. Teniendo esta matriz, se debe verificar que es no-singular; asi, se
segura que la transformacion lineal tiene inversa.

1 -1 0
det|{0 1 0 |=-1
1 0 -1

Como el determinante de la matriz es diferente de cero, eso significa que tiene inversa; por lo tanto la transformacion T
tiene inversa.

Debido a que la satisfaccion de las tres propiedades se cumple, se asegura que T es suprayectiva e inyectiva; por lo
tanto, T es un isomorfismo.

EJEMPLO 3.12. Se desea encontrar un isomorfismo entre los espacios vectoriales R? y C. Para este ejemplo se tomar4 al
vector genérico y a la base natural de cada espacio vectorial involucrado. Primeramente, se hace una combinacion lineal
en el dominio:

0!1(1, 0) + 0!2(0, 1) = (xr Y)

De donde los escalares tienen valores a; = x y a, = y. Con estos valores se puede reescribir la combinacién lineal como

x(1,0) +y(0,1) = (x,y)

Utilizando las propiedades de linealidad del isomorfismo, se puede expresar:

Is(x(1,0) +(0,1)) = Is(x,y)
xIs(1,0) + yIs(0,1) = Is(x,y) --- (1)

Debido a que el isomorfismo transforma una base del dominio en una base del codominio, se necesita estipular cual sera
la correspondiente asociacion entre los elementos de las bases. Como es posible encontrar varios isomorfismos entre los
mismos espacios vectoriales, se puede establecer que las transformaciones de los elementos de la base de R? bajo el
isomorfismo buscado son:

Is(1,0) = —i - (2)
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I1s(0,1) =—-1---(3)
Donde se observa que el conjunto {— i —1} es una base de C. Al sustituir (2) y (3) en (1) se tiene:
x(—0) +y(=1) =Is(x,y)
—xi—y =Is(x,y)

De donde se obtiene que la regla de correspondencia del isomorfismo buscado es

Is(x,y) = —y —xi

Se puede comprobar facilmente que esta transformacidn lineal es inyectiva y suprayectiva; por lo tanto, es un
isomorfismo.

Matriz asociada a una transformacion lineal con dominio y codominio de dimension
finita

Como se vio en el ejemplo 3.11, es posible asociar a una transformacion lineal con una matriz. Existen dos
procedimientos validos para obtener esta matriz. Sin embargo, debe recalcarse que uno de ellos funciona sdlo si la
transformacion estudiada es del tipo T: R™ - R™; el otro procedimiento aplica para cualquier transformacion lineal
referida a cualquier espacio vectorial.

Al tratar una transformacion de la forma T: R™ — R™ se puede establecer una matriz asociada con base en la regla de
asignacion, y viceversa.

Sea T: R™ - R™ una transformacion lineal entre los espacios vectoriales R"™ y R™. Existe una matriz asociada a T, tal
que

T@)T = M(T)vT
Donde M(T) esta compuesta de la siguiente manera
M(T) = (1(b)" T(b) T(Bs)" - T(by)")

Siendo {by, by, b3 ..., b, } 1a base canénica del espacio vectorial R™.

EJEMPLO 3.13. Sea la transformacién T: R — R* definida por
Tx,y,z)=(x—-y+z—-2x,-3y—2z,x—y—2z)
Si se utiliza la base candnica del dominio se obtienen las siguientes transformaciones

T(1,0,0)=(1,-2,0,1)
T(0,1,0) = (-1,0,-3,—-1)
T(O, O; 1) = (1, O; _2; _1)

Esas transformaciones se acomodan en un arreglo matricial, utilizando cada vector como una columna de dicha matriz
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1 -1 1
-2 0 0
M=\ 3
1 -1 -1

La matriz obtenida es la matriz asociada a la transformacion lineal T. Esta matriz puede utilizarse para obtener la imagen
de cualquier vector de R3 bajo la transformacién T.

Si se desease obtener la transformacion del vector ¥ = (1,—1,—4) bajo T, se puede utilizar la regla de asignacion o la
matriz asociada.

Por regla de asignacion:
TA,-1,-4)=(-2,-2,11,6)

Por matriz asociada:

1 -1 1 1
r _[-2 0 o0
oo 8 0)(3)
1 -1 -1
-2
-2
11
6

Se puede observar que las transformaciones por ambos métodos son iguales.
EJEMPLO 3.14. Dada la transformacién S: R* — R?, se desea obtener su regla de correspondencia, si se sabe que

$(1,0,0,0) = —S(0,0,1,0) = (1,0)
5(0,1,0,0) = —S(0,0,0,1) = (0,1)

Para este caso, se tiene la matriz asociada a la transformacion S, expresada en términos de las transformaciones de los
elementos de la base candnica del dominio.

M) =(T(h) T®OT THT T(K))
=(r(A)" TOT -T(h) -T®T)
_ (1 0 -1 0 )
01 0 -1
Finalmente para obtener la regla de correspondencia de la transformacién lineal basta con multiplicar la matriz asociada
por el vector genérico del dominio; es decir,

1
swayad'=( 1 5

I
_
o
N—
N R I
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S(W,x,y,z)T=(1 0 -1 0)

01 0 -1
=(:22)

donde obtiene que la regla de correspondencia buscada es S(w, x,y,z) = (W — y,x — 2).

N < R I

De manera general, es posible encontrar una matriz asociada a cada transformacién lineal cuyos espacios vectoriales son
de dimensidn finita. Dicha matriz utiliza el concepto fundamental de la matriz de transicion desde una base A hasta una
base B: el vector de coordenadas.

Sean V y W dos espacios vectoriales de dimension finita, T: V — W una transformacion lineal, A = {a,, a,, as, ..., a,}
una basedeV,yB = {El, by, bs, ..., Em} una base de W. Debido a que B puede generar cualquier vector de I/,

W = B1by + Baby + B3bz + - + By,
La imagen de cualquier vector de V bajo T puede escribirse de la siguiente manera

T(w) =w
= B1by + B2by + B3bs + -+ Bby

Por lo tanto, cada elemento de la base A puede expresarme de esa misma manera; es decir

T(a,) = ﬁ11§1 + 3121_32 + .3131_13 +-t ﬁ1m§m
T(ay) = ﬁ21lz1 + ﬁzzl_’z + .323133 + -t ﬁZlem
T(as) = P31by + B3zbs + P3zbs + - + Bambpy,
T(an) = Bnlgl + .BnZEZ + Bn3E3 + et .BnmEm

De esta forma se obtienen los vectores de coordenadas de T'(@;) en la base B:

.811 .821 .831 Bnl
r@ls=( 2| r@h=7) ra={) - ras=(
.Blm .32m .83m Bnm

Utilizando el concepto de matriz de transicién presentado en el capitulo anterior, estos vectores de coordenadas forman
una matriz; dicha matriz se conoce como la matriz asociada a la transformacion T referida a las bases Ay B.

Mg(T)=([T(C_l1)]B [T(az)]B [T(C_l3)]3 [T(an)]B)

Esta matriz referida a esas bases es Unica para T, y permite establecer

[T(@)]p = M}?(T) [V]4

EJEmpLo  3.15. Sean P, = {ax?+bx+cla,b,c €ER} y P; ={ax®+bx?+cx+d|a,b,c,d €ER} dos espacios
vectoriales sobre el campo de los reales; y sea la transformacién lineal D: P; = P,, definida por
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d
D(ax3+bx*+cx+d) = a(ax3 +bx? +cx+d)

a. Obténgase la matriz asociada a D referida a la base B = {x3 — x,x? + 1,—x3 — 1,x2 + x} del dominio y la base
C ={2x?—-2,—x —1,-2x? + x + 1} del codominio.

b. Utilicese la matriz para obtener la transformacion de § = —x3 + 2x2 — x + 3, y compruébese mediante la regla de
correspondencia.

Lo primero que debe realizarse es obtener la imagen de los elemento de B bajo D.

D(x3—x)=3x*>-1

D(x?+1)=2x
D(—x3—-1) = —3x?

D(x*+x)=2x+1

Ahora se procederd a obtener los vectores de coordenadas en la base C de cada una de las imagenes obtenidas.

3x2 —1=a;2x?2 = 2) + ay(—x = 1) + az(—2x%> + x + 1)
2x = 1 (2x%2 = 2) + B (—x — 1) + B3(—2x2 + x + 1)
“3x2=y;2x2 = 2)+y,(~x = 1) +y3(-2x? + x + 1)
2x+1=6,(2x>=2) + 6,(—x — 1) + 863(—-2x?> + x + 1)

Por lo que los resultados de resolver los sistemas de ecuaciones correspondientes son
= 1 1/0 1/ 1
2 _| 2 _ 2] _ _
[3x — 1]C =\ =1 ) [ZX]C =|-1], [—3x ]C ==13], [Zx + 1](; =—=|-3
2 2
-1 1 3 1

Entonces la matriz buscada es

1 1

2 1 0 =

2 2

B _ _ _ 3 3

M;i (D) = 1 1 = =

2 2

3 1

-1 1 2 =

2 2

Con lo que se concluye el inciso a.

Para obtener la transformacién del vector § = —x3 + 2x2 — x + 3 se utilizard la ecuacién

[D@]c = ME(D)[qls
Por lo que
w13 =)+ 0,2+ D+ w3(—x3 — D+ wp(x® +x) = —x3+2x* —x+3
-1
7

1
-3

. _ 1 . L .
Se registra que el vector de coordenadas es [z = > . Entonces, se puede realizar la operacién matricial
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Finalmente, para obtener la imagen buscada se realiza una combinacién lineal con [D(G)] y los vectores de la base C:
5 2 2 2
(E) (2% —2) + (0)(=x — 1) + (4) (=222 + x + 1) = =32 + 4x — 1
Al aplicar directamente la regla de asignacidn sobre el polinomio se tiene
d 3 2 2
a(—x +2x°—x+3)=-3x“+4x—1

Que es el mismo resultado obtenido con anterioridad. Con esto, se concluye satisfactoriamente el inciso b.

EJEMPLO 3.16. Dados el espacio vectorial V = {(a, b)|a,b € R}, y la transformacion lineal H:V — V. Se debe encontrar
la regla de correspondencia de dicha transformacién, utilizando las bases A =1{(1,2),(-2,0)} vy
B ={(—1,0),(—1,—1)}, sabiendo que

H(1,2) = (—cos45°, 3 cos45°)
H(—2,0) = (—2cos45°,—2 cos 45°)

Sabiendo las transformaciones de los respectivos vectores, se puede la matriz asociada a la transformacion referida a las
bases Ay B:

(—cos45°,3cos45°) = a;(—1,0) + a,(—1,—-1)
(—2c0s45°,—2cos45°) = $;(—1,0) + B,(—1,—-1)

De donde se obtiene la matriz asociada

MAH) = ( 4 cos45° 0 )

—3cos45° 2cos45°

Una vez obtenida la matriz asociada, se debe utilizar el vector genérico del espacio vectorial para calcular la regla de
correspondencia. El problema seria muy sencillo si las bases de referencia fuesen candnicas: sélo se multiplicaria la
matriz asociada por el vector transpuesto, y se obtendria la regla de correspondencia. Este ejemplo contempla bases
gue no son candnicas; entonces, se debe recurrir al vector de coordenadas para resolver el problema.

(Cl, b) = V1(1; 2) + Y2 (_Zr O)

2b

Se obtiene que [(a,b)],4 = %(—Za +b

); utilizando este vector de coordenadas se establece que
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2b
T _ [ 4cos45° 0 4

[H(a, b)) = (—3 cos45° 2cos 45°) —2a+b
4

_ ( 2b cos 45° )
—a cos45° — b cos 45°

Por lo que la regla de correspondencia se obtiene de la siguiente combinacion lineal:

(2b cos45°)(—1,0) + (—acos45° — b cos 45°)(—1,—1) = H(a, b)
(acos45° — b cos45°,a cos45° + b cos45°) =

Que es la regla de correspondencia buscada.

Un caso interesante es la transformacion identidad, establecida como I:V — V. Se puede establecer que la matriz
asociada esta referida Unicamente a una base, en vista que la transformacidn trabaja en el mismo espacio vectorial. De
forma general, se toma por conveniencia la base candnica, a menos que se especifique lo contrario.

Como sélo se trabaja con una base, y la transformacidn identidad no afecta a los vectores, es inmediato suponer que la
matriz asociada debe poseer esa caracteristica: no afectar a los vectores de coordenadas que se obtienen. Es entonces
gue se deduce que la matriz asociada a la transformacién identidad es la matriz identidad.

EJEMPLO 3.17. Sea la transformacion identidad I: V -V y B = {51,52,53, ...,En} una base del espacio vectorial V. Al
aplicar la transformacion identidad a la base se obtendra

1) =h =16, =) 1) =b= 1B, =|) . 1) =Bu=[1(B)], =]
0 0 1

Por lo que al formar la matriz asociada a la transformacién se tiene

1 0 0
0 1 0
ME(D) =| " . :
0 0 1

Que es la matriz identidad.

Algebra de las transformaciones lineales
Las transformaciones lineales también tienen definidas operaciones entre ellas; mas especificamente, la suma de
transformaciones y la multiplicacién por un escalar, que son las operaciones basicas en los espacios vectoriales.

Por medio de las operaciones se pueden combinar diversas transformaciones lineales, y asi obtener nuevas
transformaciones.
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Definicion y propiedades de la adicion

Sean F:V - W y G:V — W dos transformaciones lineales entre espacios vectoriales sobre el mismo campo. Se define a
la suma de transformaciones lineales F + G como la transformacion denotada por

F+G6)(W)=FW)+G)

Dos propiedades importantes de esta operacidon son:

v' SiFy Gson lineales, entonces F + G también es lineal.
v MH(F +G) = M§(F) + ME(G).

Definicion y propiedades de la multiplicacién por un escalar

Sean F:V — W una transformacion lineal entre espacio vectoriales sobre el campo K, y un escalar @ € K. Se define a la
multiplicacidon de una transformacion lineal por un escalar aF como la transformacién denotada por

(aF) (V) = a[F (D))

Sus propiedades son:

v"  Si Feslineal, entonces aF también es lineal
v M§(aF) = aM§(F).

EJEMPLO 3.18. Sean las transformaciones R: P, -» R? y S: P, —» R?, definidas por

R(ax?+bx +c) = 2a,b +¢)
S(ax?+bx+c) =(a—c,b)

Se desea obtener la transformacion 3R — 25, asi como su matriz asociada a las bases candnicas. Para realizarlo, basta
con obtener el resultado de la operacidn con las reglas de correspondencia de ambas transformaciones:

3R — 285 =3(2a,b +c)—2(a—c,b)
= (6a,3b + 3c) — (2a — 2¢, 2b)
(3R — 2S)(ax? + bx +¢) = (4a + 2¢,b + 3¢)

Que es la regla de asignacion buscada. La matriz asociada puede obtenerse como sigue:

R(x?) = (2,0) S(x?) = (1,0)
R(x) =(0,1) S(x) =(0,1)
R(1) =(0,1) S(1) =(-1,0)

Cuyas respectivas matrices asociadas son:

M@ =(G 7 9)
M =(p 1 )
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Para encontrar la matriz buscada, sdlo se realizan las siguientes operaciones segun las propiedades de las operaciones
entre las transformaciones lineales:

3M(R) —2M(S) = M(3R — 2S)
¢ 0920 0 -
633962 )=G13)
Si se toma la base candnica y se utiliza la regla de correspondencia de la transformacién 3R — 28, se tiene que

(3R — 25)(x?) = (4,0)
(3R — 25)(x) = (0,1)
(3R - 25)(1) = (2,3)

Y la matriz asociada es

MErR-25)=(% Y 2

0 1 3

Que es la matriz que se obtuvo anteriormente.

Puede observarse que no importa cudl sea el método para calcular la matriz, siempre se llegara al mismo resultado; esto
se debe a que la matriz asociada a una transformacion es Unica.

Definicion y propiedades de la composicion de transformaciones

Una de las operaciones mas interesantes dentro de las transformaciones lineales (y del estudio de las funciones en
general) es la composicidon de funciones. En general, la composicidon de transformaciones se comporta de la misma
forma que la composicidn de funciones reales de variable real; la diferencia radica en la utilizacion de matrices asociadas
para calcular la transformacién composicion.

Sean U, V y W tres espacios vectoriales sobre el campo K,y F:U - V y G:V — W dos transformaciones lineales. La
funcién composicion G o F se define como

(GoF)(m) = G(F(ﬁ))

Es decir, la composicion es una transformacién evaluada con otra transformacidn. La figura 3.2 muestra la relacién entre
los espacios involucrados; se puede observar que en la composicién se obtiene la imagen de un vector bajo una
transformacion por medio de otra transformacion.
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Figura 3.2. Composicion de transformaciones lineales.

Las propiedades de la composicién de funciones son:

Si F y G son lineales, entonces G o F también es lineal.

Ho(F+G)=(H°F)+ (H°G).

(H+E)oF=(HoF)+ (E°F).

a(HoF) = (aH)oF = H o (aF).

Do(HoF)=(DoH)oF.

Eol, =Evylyc°E =E; donde I, es la transformaciéon identidad en el dominio de E, e I, es la transformacion

AN NI N NN

identidad en el codominio de E.
v MEZ(G o F) = ME(G)ME(F).

EJEMPLO 3.19. Sean los espacios vectoriales R3, V y R*, donde
V = {ax® + bx|a,b € R}
y las transformaciones lineales X: R® — V y Y:V — R* definidas por
X(a,b,c) = —bx3 + (a — c)x
Y(ax3 + bx) = (a,—a,b,—b)

Para obtener la transformacidn Y o X simplemente se sustituye la regla de correspondencia de X en la regla de Y, como
sigue

(YoX)(a,b,c) = Y(X(a, b, c))
=Y(=bx3+ (a —0)x)
=(-b,b,a—c,—a+c)

Para comprobar que el resultado es correcto, se utilizara las matrices asociadas para encontrar la regla de
correspondencia; las bases con las que se trabajara seran las bases candnicas, para simplificar el calculo.

Para la matriz M (X):

X(1,0,0) = x
X(0,1,0) = —x3
X(0,0,1) = —x
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y los vectores de coordenadas, referidos a la base candnica de V, de cada imagen son [x] = (0), [—x3] = (_1) y

[—x] = (_01); por lo tanto, la matriz asociada a X es

M= 5 )

Para la matriz M(Y):
Y(x3) = (17 _1; Or 0)

Y(x)=(0,0,1,-1)

1
En este caso, los vectores de coordenadas con respecto a la base candnica del espacio R* son [x3] = _01 Y
0
0
[x] = 2 ; y la matriz asociadaa Y es
-1
1 0
(-1 0
M(Y) = 0 1
0 -1

Para obtener la matriz de la transformacién Y o X, simplemente se realiza la multiplicacién de las matrices.

M(Y o X) = M(Y)M(X)

1 0
-1 ol -1 o
1o 1 (1 0 —1)
0 -1
0 -1 0
0 1 0
M(Y oX) = 1 0 -1
-1 0 1

La multiplicacidon de matrices es compatible; por lo tanto, la operacién de composicidon hecha es correcta. Para obtener
la regla de correspondencia, se utilizard la transformacién del vector genérico transpuesto de R3 premultiplicado por la
matriz asociada; recuérdese que este procedimiento es correcto debido a que tenemos una transformacion del tipo R"
hacia R™.

0 -1 0 a —b
o 1 o b
-1 0 1 —a+c

Por lo que la regla de correspondencia es (Y o X)(a,b,c) = (—b,b,a — c,—a + c¢), comprobando que se obtiene el
mismo resultado que mediante la manipulacion de reglas de correspondencia.
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La inversa de una transformacion lineal

La propiedad E oI = E de la composicién de transformaciones lineales plantea la posibilidad de encontrar una
transformacion tal que X o E = I; esto quiere decir que para la operacion de composicion es posible establecer una
transformacién lineal inversa.

El planteamiento de la transformacién inversa permite establecer problemas en los cuales se desea encontrar un vector
cualquier, cuya imagen es conocida. También debe considerarse la relacidon que existe entre las matrices asociadas a las
transformaciones y las transformaciones inversas; estos conceptos se tocaron de manera breve en el apartado de
isomorfismos.

Sea T:V — W una transformacidn lineal. Se llama inversa de T a la transformacién T~: W — V tal que se cumple

v T loT=1,
v ToT—1=1W

La figura 3.3 muestra la relacién entre una transformacidn lineal y su inversa. Al igual que en el Calculo, la relacién que
existe entre la funciéon inversa y la composiciones de funciones es analoga a la que se estudia en este capitulo; aqui se
hace la extensidn hacia las matrices asociadas a las transformaciones lineales.

% |14
T—l

<

T

Figura 3.3. Transformacion lineal inversa.
Dentro de las propiedades de la transformacion inversa se encuentran:

Si T es lineal, entonces T~ (si existe) también es lineal.

T existe, si M4 (T) es no-singular.

T~ es Unica.

T-H1=T.

(ToF)™=F 10T,

(aT)™t = a~ 1T 1; siendo @ # 0 € K, que es el campo donde se define la transformacién.
ME(T) = [MAT)] .

AN N N N N SN

También se cumplen las siguientes propiedades:

v’ SiT es inyectiva y suprayectiva, entonces T~ ! existe.
v T lexiste, sidimV = dimW y N(T) = {0y }.
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Estas dos propiedades son las correspondientes a un isomorfismo; por ello se hablé de que el isomorfismo es una
transformacion lineal no-singular. En conclusion, cualquier transformacion inversa es un isomorfismo.

EJEMPLO 3.20. Se desea determinar cudl de las siguientes transformaciones tiene inversa:

2x 0 0
S(x,y,x)=<0 4x —y 0 )

0 0 2x+3y—z
T(ax + b) = (2a + 4b,3a + 6b)

Para cada uno de los casos se puede comprobar las propiedades de transformacion inyectiva, suprayectiva, nucleo y
dimensiones; sin embargo, una manera mas sencilla de realizar esta comprobacién es por medio de las matrices
asociadas. En ningiin momento se establece el uso de dos bases en particular, asi que se realizaran los calculos con las
bases candnicas.

Para la transformacion S:

2 0 0
5(1,0,0) = (O 4 O)

0 0 2

0 0 O
5(0,1,0) = (0 -1 0>

0 0 3

0 0 O
S(0,0,1)=(0 0 0>

0 0 -1

Al realizar la combinacién lineal de las imagenes con la base natural del espacio vectorial de las matrices diagonales de
orden tres se obtienen los respectivos vectores de coordenadas, y la matriz asociada es

2 0 0
M(S) = <4 -1 0 >
2 3 -1

Para saber si la matriz tiene inversa se calcula su determinante: det M(S) = 2; por lo tanto, la matriz es no-singular y
existe la transformaciéon S~1. Para saber la regla de correspondencia, se invertira la matriz y se utilizaran los vectores de

coordenadas.
2 0 0 : 10 0 100%00 100.%00
4 -1 0 01 0)~{g 1 0:2 -1 0o]7lo10:2 -1 0
2 3 -1:001 0 -3 1 1 0 -1 001 : 7 -3 —1

En este caso, se intercambia el dominio y el codominio, puesto que se esta trabajando con la transformacidn inversa. Los
vectores de coordenadas se obtienen a partir de

x 0 0 10 0 0 0 0 0 0 0
0y 0l=a;{0 0 0)]+ay{0 1 0]+as{0 0 0
0 0 z 000 0 0 0 00 1

Donde @y = x, a, = y y a3 = z; entonces se aplica la transformacién
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x 0 0 S 0 0\
0 0 z 7 -3 -1/ %
1
=X
2
= 2x—y
7x—3y—z

y la regla de correspondencia se obtiene de la combinacién lineal

(%x) (1,0,0) + (2x — v)(0,1,0) + (7x — 3y — 2)(0,0,1) = (%x,Zx —y,7x — 3y — z)

Por lo que la regla de correspondencia es
x 0 O 1
s-1 (0 y O) = (Ex,Zx—y,7x—3y—Z)
z

Para la transformacién T:

T(x)=(2,3)
T(1) =(4,6)
Se tiene la matriz asociada
M(T) = (g g)

Se puede observar directamente que una columna es multiplo de la otra; se comprueba entonces, que el determinante
de la matriz es igual a cero, y como consecuencia, la transformacién T~1 no existe.

Una de las aplicaciones mas importantes de las operaciones entre transformaciones lineales son las ecuaciones que
pueden plantearse. Por ejemplo, se puede establecer la siguiente ecuacion:

(HoS)+ (3T —4S)=XoS—X

Donde se debe encontrar la regla de correspondencia de la transformacién X. Si se sustituyen las transformaciones por
sus respectivas matrices asociadas se obtendria una ecuacion de la siguiente forma:

M(H)M(S) + M(3T) + M(—4S) = M(X)M(S) — M(X)
Que es una ecuacion matricial, cuyo método de resolucidn se estudié en el tema de Matrices y determinantes.
EJEMPLO 3.21. Dadas las transformaciones

Q:P, > P,=>Q(ax®*+bx+c)=(a+b—c)x*+(a+b)x+(b+c)
R:P, » P, > R(bx+c)=(b+c)x?+bx+ (b+3c)
S:P, > P, > S(ax? +bx+c¢) =(a+b)x+ (a+c)

Obténgase la regla de correspondencia de la transformacion lineal X, si
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BRoS+QoX=0Q
La ecuacidn puede escribirse a términos de matrices asociadas:

M@BR)M(S) + M(QM(X) = M(Q)
MM (X) = M(Q) — M(3R)M(S)
MX) = [M(Q]7[M(Q) — M(BR)M(S)]

Por lo que cada transformacion encuentra a su matriz asociada como sigue:

3 3 1o 11 -1
M(3R)=<3 0) M(S)=(1 0 1) M(Q)=(1 1 0)
3 9

Por lo que la matriz faltante es la inversa de M(Q):

1 1 -1 : 100 11 -1 :1 0 O 1 10 ¢ O 1 0
11 0 ¢ 01 0>~(0 0 -1 : 1 -1 0)~ 0 01 : -1 1 0)~
01 1 ¢ 0 01 01 1 ¢ 0 0 1 010 : 1 -11

1 0 0 -1 2 -1
~(0 1 0 1 -1 1)
0 0 1 -1 1 0
-1 2 -1
M) = ( 1 -1 1 )
-1 1 0
Por lo que la ecuacidn queda como
-1 2 -1 1 1 -1 3 3
M(X)=<1 ~1 1)[(1 1 0)—(3 o>(} (1) (1’)]
-1 1 0 0 1 1 3 9
-1 2 -1 1 1 -1 6 3 3
=<1 -1 1)[(1 1 0)—(3 3 O)]
-1 1 0 0 1 1 12 3 9
-1 2 -1\/-5 -2 -4
( 4 1)(_2 > o)
-1 1 0 -12 -2 -8
13 0 12
=<—15 -2 —12)
3 0 4

Finalmente, como se define X: P, = P,, se tiene que la regla de correspondencia sera:

X(ax? + bx +¢) = (13a + 12b)x? — (15a + 2b — 12¢)x + (3a + 4c)

Efectos geométricos de las transformaciones lineales

Las transformaciones lineales permiten establecer el comportamiento geométrico de los puntos de un sistema
coordenado; una vez que se sabe donde esta ese punto, se lo puede representar como un vector, que dependiendo de
la transformacidn lineal que se le aplique, podra convertirse en otro punto, o permanecer inalterable.

26 I Ing. Aldo Jiménez Arteaga



AL | 2016

Estos aspectos nos permiten establecer algoritmos para representar imagenes por medio de una computadora; e
incluso, permitir que dichas imagenes se agrupen en fotomontajes y animaciones.

En computacion grafica, se utilizan las transformaciones lineales para realizar calculos en los cuales un punto de la
pantalla podra trasladarse a diferentes posiciones, o bien cambiar de color, o aumentar su brillo. A continuacidn se
exponen algunos ejemplos del uso de las transformaciones lineales en aspectos geométricos involucrados en el
procesamiento digital de imagenes.

EJEMPLO 3.22. Sea la imagen de la figura 3.4.

v
Figura 3.4. Imagen digital que se puede generar por medio de una transformacion lineal.

Esta imagen puede presentarse como un sistema coordenado, en el cual el punto inferior del corazén seria el origen.

Tomando en consideracién que la imagen es simétrica, se puede establecer un algoritmo de compresion, en el cual sélo

se almacenen dos factores: la mitad de la imagen y una transformacidn lineal.

Se tomara el lado derecho y por medio de una transformacién lineal se generard el lado izquierdo; cada punto de la
imagen se representara por medio de un vector. Al aplicar la transformacion a cada vector se obtiene una reflexion de
los puntos sobre el eje y (véase la figura 3.5), lo cual permitird establecer una imagen simétrica, y completa, en la

pantalla del ordenador.

T:R? - R?
T(X,Y) = (_er)

X X

Figura 3.5. Generacion de la parte izquierda de la imagen estudiada a partir de la parte derecha y la transformacion
lineal T.

Finalmente, la unidn de los puntos ya almacenados en el archivo de imagen, y el conjunto de vectores resultantes de
aplicar la transformacidn nos dara la imagen completa (figura 3.6). Este tipo de manipulacidén con imagenes se denomina
reflexion, ya que se establece un eje o curva sobre el cual los puntos seran reflejados. Esto permite manipular
informacién de una manera mas eficiente, ya que con la mitad de datos conocidos, se obtendra un resultado completo,
dejando de lado los costos de almacenamiento que implica el manejo de una gran cantidad de datos, en este caso, de

una imagen digitalizada.
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X

Figura 3.6. Imagen generada mostrada en la pantalla del ordenador.

Sin embargo, la reflexion no es el Unico efecto geométrico que se tiene; la rotacion y la reflexién central son importantes

también.

EJEMPLO 3.23. Sean las imagenes de la figura 3.7.

Figura 3.7. Imdgenes de la Cruz de Hierro Alemana, y el planeta Saturno.

Para el caso de la imagen de la Cruz de Hierro, es posible aplicar una transformacién que permita establecer una
simetria central, en la cual al aplicar una transformacién a un vector se obtendra su simétrico con respecto al origen. La

figura 3.8 muestra ese efecto realizado con la transformacién lineal S(x,y) = (—x, —y).

Figura 3.8. Generacidn de la imagen a partir de la transformacion S; en azul los vectores originales, en verde los
vectores transformados en su simétrico con respecto al origen.

Para la imagen de Saturno, es posible utilizar una transformacién lineal que permita a un punto contenido en uno de sus
anillos rotar un determinado dngulo ¢; asi, se formard un todo el anillo, a partir de un solo punto. La transformacidn se
aplicaria sobre un plano XY, que estaria superpuesto al plano imaginario que contiene los anillos. La figura 3.9 muestra

esta explicacion.
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Figura 3.9. Se muestra como a partir del vector en rojo, y al aplicarle una transformacion lineal de rotacion, se puede
generar cualquiera de los vectores en violeta; la linea curva en azul muestra la rotacion del vector.

En este caso, la transformacidn utilizada seria de la forma
R(x,y) = (xcosp —ysen¢,xsen¢ + ycos @)
lo cual implica una rotacién del vector en un determinado angulo ¢.

Existen otros efectos, tales como proyeccion sobre un plano o escalamiento (cambio de tamafio), los cuales dependen
de los puntos con los que se estén trabajando, la magnitud que se desea obtener, e incluso el lugar donde se quiere
proyectar (generalmente un subespacio); la figura 3.10, muestra los dos efectos mencionados. Este tipo de efectos, y
otros mds complicados, incluyen los conceptos de transformaciones lineales, y ademds de operadores lineales y espacios
con producto interno, que son temas que se tratardan mas adelante.

=7
La

Figura 3.10. Representaciones de transformaciones lineales de proyeccion sobre un subespacio (izquierda) y
escalamiento (derecha).

Operador lineal

Como se ha visto, las transformaciones lineales permiten convertir un vector cualquier de un espacio vectorial VV en otro
vector de un espacio vectorial W. Existe especial interés por las transformaciones lineales que van desde un espacio
vectorial hasta el mismo espacio; es decir, transformaciones lineales del tipo T: V — V.

Sea un espacio vectorial IV sobre un campo K. Se llama operador lineal o transformacion lineal en V a la transformacion
definida por

T:V >V

Dado un operador se lineal, se deduce que la transformacion de un vector it € V es otro vector v € V:

29 I Ing. Aldo Jiménez Arteaga




AL | 2016

T(w)=v

Dentro de este tipo de transformaciones existe la siguiente peculiaridad: el vector ¥ puede ser linealmente dependiente
del vector u; es decir, al multiplicar & por un escalar se obtiene v:

T(w) =Au
EJEMPLO 3.24. Sea el espacio vectorial R? y el operador lineal T: R? - R? definido por
T(x,y) =Q2x+y6x+y)
Si se aplica el operador lineal a los vectores 7 = (—1,1) y & = (1, 2) se tiene que

T(-1,1) = (=1,-5)
T(1,2)=(4,8)

Para el caso del vector 1 se observa que al aplicarle la transformacion se realiza una multiplicaciéon del vector por un

escalar; o sea,

T(1,2)=(4,8)
=4(1,2)

Si ademas, se transforma al vector w = (1, —3) se obtiene T(1,—3) = (—1, 3); de donde se deduce

T(1,-3)

(_17 3)
- _1(1,-3)

Este tipo de particularidades dentro de los operadores lineales se conocen como valores y vectores propios.

Definicion y propiedades de valores y vectores propios de un operador lineal

Sean V un espacio vectorial sobre un campo K y un operador lineal T: V — V. En la relacién
T(W)=Ap, VAEKVI#0€V

A A se le conoce como valor propio, y a ¥ como vector propio, ambos del operador lineal T; estos elementos también
son conocidos como valores y vectores caracteristicos.

Los términos provienen del aleman, Eigenwerte [valores propios] y Eigenvektoren [vectores propios]; es incorrecto
utilizar ‘eigenvectores’ y ‘eigenvalores’, ya que no son reconocidas por la Real Academia de la Lengua Espaniola.

EJEmPLO 3.25. Sea el espacio vectorial

w={( o)

y el operador lineal T: M, = M, definido por
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Para este caso, se puede establecer que las matrices de la forma
a 0

(6 o

son vectores propios para el valor propio A = 1:
a 0 _(a+0 0
T(O 0)_( -0 0—0)
_ (a 0)
0 0
_ a 0
= (5 o)

Los valores y vectores propios presentan algunas particularidades para casos especiales de operadores lineales.

v' Para la transformacion identidad I: V — V se establece que todos los vectores no nulos de V son vectores propios
del valor 1.

v" La transformacién nula 0:V — V establece que todos los vectores propios no nulos de V son vectores propios del
valor 0.

v' Una caracteristica importante de los operadores lineales dicta que todos los vectores no nulos del nicleo son
vectores caracteristicos del valor 0.

v' Si se define un operador lineal T en un espacio vectorial V sobre un campo K. Si ¥ es un vector propio de T
correspondiente al valor propio A, entonces
1. Elescalar A es Unico para ese vector.
2. Elvector av es un vector propio correspondientea A, sia # 0 € K.
3. Si U # —7 es un vector propio de T correspondiente a A, entonces ©# + ¥ también es un vector propio

correspondiente a A.

Obsérvese que esta Ultima propiedad establece los principios fundamentales del Algebra Lineal: suma de vectores y
multiplicacién de un vector por un escalar. Este concepto es importante, ya que se presentan dos de las tres
caracteristicas de un subespacio vectorial.

Definicion de espacios propios
Los valores y vectores propios pueden establecer subespacios. Si a todos los vectores propios correspondientes a un
valor propio especifico se le afiade el vector nulo, se formara un subespacio vectorial conocido como espacio propio.

SiT:V — V es un operador lineal y A es un valor caracteristico de T, entonces el conjunto
EWA) ={v|lv eV, T(v) = Av}

se llama espacio caracteristico de T correspondiente al valor A.

Debido a las propiedades mencionadas de los vectores propios, se considera que el espacio propio es invariante porque
Vv € E(A) setiene que T(¥) € E(A).
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Caso de dimension finita: polinomio caracteristico, obtencion de valores y vectores
propios

Una de las interrogantes que surgen al momento de definir a los valores y vectores propios es: dado un operador lineal,
é¢como pueden obtenerse sus valores y vectores propios?

La forma de calcularlos retne las bases de la matriz asociada a una transformacion lineal, el dlgebra de matrices y el
calculo de raices de polinomios; es una manera rapida y sencilla de calcular los valores caracteristicos de cualquier
operador lineal; incluso puede extenderse a una matriz cualquiera, no importando si estad asociada o no a un operador
lineal.

Se sabe que en un operador lineal de un espacio vectorial V, los valores y vectores caracteristicos se definen como:
T(W)=Av..(1)

El operador posee una matriz asociada, la cual puede referirse a dos bases de IV diferentes; por defecto, se le asocia a
una sola base B. Esto establece la definicidn

[T(@)]p = ME(D)[7]5 ... (2)
Se puede sustituir la expresion (1) en (2), llegando a
[A7]5 = Mg (T)[7]5

Esta ecuacién matricial puede reescribirse sucesivamente de la siguiente manera:

[A7]p — ME(T)[7]5 = 0
Alo]p = ME(T)[7]p =
M[5]p — ME(T)[7]p
[AI = ME(D)][7] =

Se llega entonces a un sistema de ecuaciones lineales homogéneo. Dicho sistema presenta la caracteristica de que su
matriz de coeficientes serd de la siguiente forma:

1 0 - 0 i; Q2 0 Qip
a a eoa
R T B R L ()
0 0 1 ap1 Ap2 *° Qpp
A 0 - 0 ai1 Qg2 - Qip
0 A - 0] _ (G G2 = 0d2n _
o 0 - A Ap1 QAp2 ° App
A—aqq —ai2 —Q1n
—ayy A—az - —dzn =] - ME(T)
—0n1 —0an2 A= ann

Para que esta matriz de coeficientes del SELH obtenido sea compatible determinado (sdlo acepte a la solucidn trivial), su
determinante debe ser diferente de cero; por el contrario, sea compatible indeterminado, su determinante debe ser
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igual a cero. Tomando en cuenta esta situacidn, y sabiendo que el vector nulo no es un vector caracteristico, el
determinante de la matriz Al — M debe ser igual a cero.

A—aq, —Qiz —Qin
=Gy A—ayp v~y | _ 0
—Ani —0n2 e A= Ann
detAl — M =

Al calcular el determinante, se obtendra un polinomio de grado igual al orden de la matriz; dicho polinomio se llama
polinomio propio o ecuacidn propia. Las raices del polinomio propio son los valores propios buscados.

EJEMPLO 3.26. Sea el operador lineal T:R? —» R? = T'(x,y) = (2x + v, 6x + y), definido en el ejemplo 3.24. Su matriz
asociada referida a la base candnica de R? es

M(T) = (2 i)

Ahora se utiliza la ecuacion det AI — M = 0 para determinar los valores caracteristicos.

whl} 9-C Dl
det [(A—_ez 1111)] =
[(A=2)A-D]-[(-6)(-D] =
A2—21-214+2-6=
A2-31—-4=

De donde se observa que las raices del polinomio son 4; = 4y 1, = —1, que son los valores propios mencionados en el
ejemplo 3.24.

Una vez obtenidos los valores propios se pueden conocer los vectores propios. El procedimiento es el evaluar el SEHL
[AI — ME(T)][#]g = 0 con los valores propios conocidos; cada conjunto solucién obtenido a partir de un valor propio
serd el conjunto de vectores propios.

EJEMPLO 3.27. Siguiendo con los vectores propios del operador T, se plantea la ecuacién [AI — ME(T)][#]z = 0 con los
datos obtenidos; el vector de coordenadas del vector genérico se refiere a la base candnica.

(/1__62 A_—ll) (;) - (8)

2x -y =0
—6x +3y 0

Por lo que el conjunto solucidn son los vectores de la forma (x, 2x); ademas, en forma de conjunto, este es el espacio
propio para A, = 4:

E(4;) = {(x,2x)|x € R}
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Paral, = —1

o

-3x -y =
—6x =2y

I
o

Los vectores propios son de la forma (x, —3x); el espacio propio es:
E(43) = {(x,—3x)|x € R}

EJEMPLO 3.28. Sea el espacio vectorial de las matrices simétricas de orden dos con elementos reales sobre el campo de
los reales, donde se define un operador lineal H, cuya matriz asociada es

1 -1 0
M(H) = (—1 2 —1)
0o -1 1

Para calcular los valores y vectores propios del operador, se plantea

A 00 1 -1 0
aal(0 1 0)-(=1 2 -1
0 0 2 0 -1 1

I
=)

-1 1 0
1 A=2 1 =

0 1 A-1
A-DA-2DA-1D—-A—1+1-1) =
AA—1D@A=3) =

De donde los valores propios obtenidos son 4; = 0, 4, = 1 y A3 = 3. Para calcular los espacios propios se debe tomar
en cuenta que el espacio vectorial donde se define el operador lineal es

=G eees)

Por lo que los espacios caracteristicos deben ser conjuntos de matrices. En este caso, recuérdese que la ecuacidn
[AI — Mg(T)][ﬁ]B = 0 utiliza el vector de coordenadas, por lo que el procedimiento descrito para obtener los espacios
propios arrojara vectores de coordenadas.

Paral; = 0:
—Qq +a2 = O
aq _zaz +a3 = O
a, —Qs = O

cuyo conjunto solucién es (a4, @1, @;1). Este es un vector de coordenadas, por lo que para encontrar el espacio propio se
debe realizar una combinacidn lineal con los elementos de la base natural del espacio vectorial:

o o) rall o)l D=(a o

y se obtiene que
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= e )

Parad, = 1:
a, = O
aq —a; +a3 = O
a, = O

con un conjunto solucion de la forma (a4, 0, —@,); el espacio propio es

ap 0+OF o)-al D=(5 )

a 0
sao-{5 S )b
Parad; = 3:
2(11 +a2 = 0
aq +a2 +a3 = 0
a, +2a3 = 0

con un conjunto solucion de la forma (a,, —2a4, a1 ), cuyo espacio propio es
1 0y _ 0 1 0 0y_( ™ —2a1>
! (o o) 2ay (1 o) ta (o 1) = (—Zal a

E(A) = {( a1 —20(1)

20, o

aleR}

Teorema de Cayley-Hamilton
Existe un teorema de particular interés para la ecuacién caracteristica de una matriz en particular.

El teorema de Cayley-Hamilton establece que toda matriz es una raiz de su propio polinomio caracteristico; es decir, si
un polinomio propio se escribe como una ecuacidn matricial, entonces una de sus raices sera la matriz que lo generd.

EJEmMPLO 3.29. Se desea verificar el teorema de Cayley-Hamilton para la matriz
-2 =2
a=(5 )
-5 1
Primero, se obtiene

det()“‘[';2 /131)=0

A+2)(1—-1)—10=
24+1-12=

Escribiendo esta ecuacion como una ecuaciéon matricial se tiene
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A+A—-121=0
Al evaluar el polinomio propio matricial con la matriz A se tiene
G DG DG D126 D=6 o

(5 )+ (" )=

Con lo cual, se satisface el teorema.
También es posible calcular alguna potencia de una matriz utilizando su polinomio propio.

EJEMPLO 3.30. Calctlese €3y €1 para la matriz

Se obtiene su polinomio propio

A-1 0 -1
det{ -1 2A1-1 0 =0
0 -1 2A1-1
1- 1)3 —-1=
AB=324+31-2=
En términos de matrices se tiene
A3 —3A24+34-2I=0

Para calcular C3, simplemente se despeja el término de tercer orden

A3 =342 -3A+21

1 0 1\? 1 0 1 1 00
c3=3<1 1 o) —3(1 1 0>+2(0 1 o)
0 1 1 0 1 1 0 0 1
3 6 -1 0 -3
=<6 3)+<—3 -1 o)
3 3 0 -3 -1
2 3
(52 5
3 2

Para el caso de C~1, a al polinomio propio matricial se le postmultiplica por 471, y se despeja el término de la matriz
inversa:

WNWOYWW

A3 =342 +3A-21=0
AN =322471 + 3447 = 2147 = 0471
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A2—3A+431-24"1=0
1
S =34+30) =47

Finalmente se sustituye la matriz C.
171 0 1y? 1 01 1
E(l 1 0> —3(1 1 0>+3<0
0 1 1 0 1 1 0
3
3

0

1

0

1112 - 0 -3 3 0
e D3 S (e
1 2 1 0 -3 -3 0 0

Con lo cual termina el calculo de las matrices pedidas.

Matrices similares y sus propiedades

Una matriz asociada a una transformacion lineal tendra diferentes formas, dependiendo de las bases que se utilicen para
calcularla; en forma general, lo mismo sucede con el operador lineal, con la salvedad de que sélo se refieren a una sola
base. En este caso las bases candnicas sirven como un auxiliar para simplificar los cdlculos y la simpleza de la matriz.

Las matrices mas simples con las que puede trabajarse son las matrices diagonales. Aqui surge la interrogante siguiente:
ées posible calcular una matriz diagonal asociada a un operador lineal, a partir de otra matriz asociada?

La respuesta a la pregunta es si, pero sélo en algunos casos; no siempre serd posible encontrar una representacién
diagonal de un operador lineal. Para que se cumpla esta condicién es necesario verificar la naturaleza del operador y de
su matriz asociada.

Sean un espacio vectorial V, un operador lineal T:V — V y una matriz A asociada a T. La matriz A, de orden n, es
diagonalizable si existe una base de V con n vectores propios. En tal caso, la matriz diagonal D (referida a la base
mencionada) esta dada por

A 0 - 0
p={ 7 2 70
0 0 - A,

Donde 4; son los valores propios correspondientes a T

EJEMPLO 3.31. Sea un operador S definido en un espacio vectorial R3, cuya matriz asociada es
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2 3 3
M(S) = (0 4 4 )

0 -5 =5

y regla de correspondencia es
S(x,y,z) = (2x+3y+3z,4y+4z,—5y — 52)
Los valores propios correspondientes son A; = 0, 4, = 2y A3 = —1, y los espacios propios son
E(A) ={(0,k,—k)|k € R}, E(A;) = {(k,0,0)|k € R}, E(A3) = {(k, 4k, —5k)|k € R}
El siguiente conjunto estad formado por los vectores propios
B =1{(0,2,-2),(3,0,0),(1,4,-5)}

que puede verificarse es una base, ya que es un conjunto generador linealmente independiente de R3. Si con esta base
se encuentra la matriz asociada al operador se tiene:

5(0,2,-2) = (0,0,0)
S(3,0,0) = (6,0,0)
S(1,4,-5) = (-1,-4,5)

por lo que la matriz asociada se obtiene de las combinaciones lineales

(0)(0,2,-2) + (0)(3,0,0) + (0)(1,4,—-5) = (0,0,0)
(0)(0,2,-2) + (2)(3,0,0) + (0)(1,4,-5) = (6,0,0)
(0)(0,2,-2)+(0)(3,0,0) + (—1)(1,4,-5) = (—1,-4,5)

que es
00 O
MES)=(0 2 0
0 0 -1

Se confirma la definicién dada al inicio de este apartado, el operador lineal tiene una matriz diagonal asociada, que esta
referida a una base de vectores propios; y esa matriz diagonal, contiene a los valores propios.

La relacién entre la matriz M(S) y M5 (S) es muy estrecha, y puede extenderse hacia todas las matrices asociadas a un
mismo operador lineal. Dicha relacién se conoce como similaridad o semejanza.

Se dice que las matrices de orden A y B de orden n son similares, si existe una matriz C invertible tal que

CB = AC

Esta definicién conlleva las siguientes propiedades:

v" Dos matrices son similares si representan al mismo operador lineal.
v' Si dos matrices son similares, entonces sus respectivos determinantes son iguales.
v' Dos matrices similares tienen los mismos valores propios, y el mismo polinomio propio.
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EJEMPLO 3.32. Para las matrices del ejemplo 3.31, se verificaran las tres propiedades mencionadas.
2 3 3 0 0 O
MS)=|0 4 4 ME(S)=(0 2 0
0 -5 -5 0 0 -1

La propiedad se cumple, ya que las dos matrices se obtuvieron a partir de la regla de correspondencia del operador
lineal S.

Con respecto a sus determinantes

det M(S) = detME(S)

0 0 O 2 3 3

0 2 0]=(0 4 4

0 0 -1 0 -5 =5
0=0

Finalmente, al calcular sus polinomios caracteristicos se tiene que

A 0 0 A—=2 =3 -3
0 1-2 0 =1 0 A—4 -4
0 0 A+1 0 5 A+5

AA=-2)1+1)=1A-2)A-4)A+5)-5(-4)(A-2)
MB=2=-22=283-22-22

Por lo que se verifica que las dos matrices son similares.

Diagonalizacion de la matriz asociada a un operador lineal
Para diagonalizar una matriz, es necesario encontrar otra matriz que satisfaga la propiedad de similaridad

CD = AC
gue puede expresarse también como
D =cCc"tAc

Para poder resolver esta ecuacidn es necesario encontrar los valores propios de A. Hay que destacar que dependiendo
de la naturaleza de la matriz A, existird o no su matriz diagonal similar; con el simple hecho de obtener los valores
propios no se garantiza la existencia de dicha matriz.

Una vez obtenidos los valores propios, se encuentran los vectores correspondientes y se elige un conjunto a partir de
ellos. Si ese conjunto es una base del espacio vectorial en el cual se define el operador, entonces la matriz A es
diagonalizable; por el contrario, si el conjunto no es una base, entonces la matriz no puede diagonalizarse.

Finalmente, la matriz C que ayuda en el proceso de diagonalizacidn estara formada por la base de vectores propios
dispuestos en columnas.

EJEmPLO 3.33. Se desea encontrar una matriz diagonal similar a
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Primero, se determina el polinomio propio de A

|/1—_34 /1_+21| =r()

A=-HA+1) - (=2)(=3) =
A2—-31—-10 =

Por lo que los valores propios sonA; =5y 4, = —2.

Para obtener los espacios propios se resuelven los sistemas:
_ 1 =2\/%\ _ (0 . _
Paral; =5, (_3 6 )(y) = (0) y se tiene E(4;) = {(2y,y)|y € R}.

Paral, = —2, (:g :i) (;) = (g) y se tiene E(4,) = {(x, —3x)|x € R}.

Con un vector de cada espacio puede formarse el siguiente conjunto

Puede verificarse facilmente que este conjunto es linealmente independiente y ademads, es generador del espacio
vectorial de las parejas ordenadas con elementos reales. Por lo tanto, la matriz A es diagonalizable.

Para realizar dicho proceso se aplica la ecuacion
D =C"1AC

donde C es la matriz formada por la base B encontrada

Finalmente, se tiene que
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Que es la matriz diagonal buscada, y que es correcta, ya que esta formada por los valores propios.

EJEMPLO 3.34. Se desea verificar que si las siguientes matrices asociadas a operadores lineales definidos en R3 con sus
respectivos valores caracteristicos pueden diagonalizarse.
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31 -1
K=<2 2 —1) M=121,=2yA; =2
2 2 0
2 1 1
L=<2 3 2) M=72=1yA; =1
3 3 4

Cada matriz tiene un valor propio repetido; por lo tanto, se tendran dos espacios propios idénticos. Al obtener los

espacios propios se observa lo siguiente:

Para K se obtienen
E(A;) = {(x,0,2x)|x € R}
E(A3,23) = {(x,x,2x)|x € R}

y un conjunto linealmente independiente es {(1, 0, 2), (1,1, 2)}; pero no es una base del espacio vectorial R3, por lo que

la matriz K no puede diagonalizarse.
Mientras que para L se tienen
E(21) = {(x, 2x,3x)|x € R}
E(A2,23) = {(x,y,—x = y)|x,y € R}

El conjunto linealmente independiente que se puede formar es {(1,2,3),(1,0,—1),(0,1,—1)}, ya que el segundo
espacio propio arrojara dos vectores por ser de dimensién dos. Este conjunto es una base de R3; entonces, la matriz si

1 1 o\N1'/2 1 1n/1 1 0
D=(2 0 1) (2 3 2)(2 0 1)
3 -1 -1 3 3 4/\3 -1 -1
1/1 1 1 7 1 0
=g<5 -1 —1)(14 0 1)
-2 4 =2/\21 -1 -1

7 0 0
= <O 1 0)
0 0 1

Puede observarse que habra ocasiones en las cuales una matriz con valores propios iguales puede o no poseer una
matriz diagonal similar; en cambio, si los valores propios son diferentes entre si, entonces si se asegura que la matriz

puede diagonalizarse:

puede diagonalizarse.
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