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Grupos y Campos

Definicion de operacion binaria
Operaciones como la suma, resta, multiplicacidon o division de nidmeros son consideradas operaciones binarias, ya que
asocian a un par de niumeros con un resultado. En general, una operacidn binaria tiene dos caracteristicas esenciales:

v' Se aplica a un par de elementos con una naturaleza determinada.
v" Asocia a dicho par con otro Unico elemento de la misma naturaleza determinada; la asociacidn se realiza por medio
de un criterio definido.

Una operacion binaria () definida en un conjunto S no vacio es una relacién que asigna a cada par de elementos
a,b € S unaimagen a * b = ¢, que puede o no pertenecera S.

EJEmPLO 1.1. Si se considera al conjunto de los nimeros racionales y la suma, se tendra que dicha operacidn asocia a un
, . ’ . , . . , . a c .
par de nimeros racionales otro Unico nimero racional; es decir, para el par de nimeros racionales (Z’E)’ existe un

s ’ a Cc a C . .
Unico numero denotado como E+E que se conoce como la suma de Y7 El criterio para obtener la suma de dos

numeros racionales es

ad + bc

a N c
b d bd
Ademas de las operaciones tradicionales, es posible expresar otras operaciones binarias.

EJEmMPLO 1.2. La tabla 1.1 especifica la operacion binaria AND, que establece una operacion légica utilizada en la
electronica y la computacion

A 0 1
0 0 0
1 0 1

Tabla 1.1. Operacién AND.

En este caso, el criterio que se establece para realizar la operacidon es la misma tabla, y el conjunto sobre el cual se aplica
es {0, 1}; en este caso se tendria:

Las operaciones binarias también pueden definirse por medio de reglas de correspondencia, y haciendo uso de las
operaciones binarias tradicionales.

EJEMPLO 1.3. Sea la siguiente operacion binaria

xfty=xYVx,y€eZ
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Se puede obtener un resultado para la pareja (—1,6):
-1+6=(-1)°
cuyo resultado es 1.

Propiedades de las operaciones binarias
Cuando un conjunto tiene definida una operacién binaria se puede formar un sistema algebraico que posee una
estructura definida, la cual esta ligada a las diferentes propiedades que posea la operacidn binaria.

Los niveles y diferentes tipos de estructuras algebraicas estan sujetos a la naturaleza de las propiedades que se cumplen
para una operacién en un conjunto dado. Asi, las estructuras de grupo, anillo y campo se diferencian por el nimero de
operaciones y las propiedades que éstas cumplen en un conjunto numérico dado.

La primera de estas propiedades es inherente al concepto de operacidn binaria: a cada par de elementos de cierta
naturaleza se le asigna un resultado de ésa misma naturaleza.

EJEMPLO 1.4. Si se aplica la suma a los nimeros naturales, el resultado serd otro nimero natural:
m+n=p Vmmnp€N
Si se tuviesen los numeros naturales 3 y 4, el resultado de su suma es 7, otro nimero natural.

Esto quiere decir que una operacion binaria es cerrada; o sea, una operacién definida en un conjunto S da como
resultado un elemento de ese conjunto S.

Cerradura

Sea la operacion binaria (*), definida en S. Si el resultado de aplicar S esté definido dentro del mismo S, entonces (*) es
cerrada; es decir, la operacidn binaria es cerrada si

axb€eS, VabesS

EJEMPLO 1.5. Sea la operacién binaria x + y = x¥ V x, vy € Z. Se obtiene un resultado que puede o no pertenecer a los
ndmeros enteros. Si el segundo operando fuese mayor a cero, el resultado es un nimero entero; por ejemplo, (—2,3)
arrojaria el siguiente resultado:

—243=(-2)3
que es —8 € Z. En cambio si la pareja a operar fuese (3, —2), el resultado seria
3+-2=(3)"2

qgue es el numero fraccionario 5 & Z, ya que es un numero racional; por lo tanto, la operacién (}) no es cerrada para el

conjunto de los nimeros enteros.

Existen casos mas claros que permiten establecer la cerradura de una operacién binaria; el ejemplo cldsico es cuando
dicha operacién esta definida por una tabla.
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EJEMPLO 1.6. Sea el conjunto X = {d, 6,1} y la operacion definida por la tabla 1.2.

i d 0 ii
A d ] ii
0 o o i
U d o} ii

Tabla 1.2. Operacion Eszett definida para X.

Al aplicar la operacidn a una pareja de elementos, se puede observar que la operacion es cerrada ya que, al buscar el
resultado en la tabla, siempre se obtendrd como resultado un elemento del conjunto X; es decir, la tabla no contiene
elementos fuera del conjunto donde se define la operacion.

iRo=6  aRu=i oRi=d

Asociatividad

Al momento de definir una operacién binaria se precisdé que sélo podia realizarse con dos elementos de un solo
conjunto; es decir, al tratar de operar tres elementos, primero se debe realizar la operacién con dos de ellos, y después
trabajar con el resultado y el tercer elemento. Este proceso de asociar elementos para operarlos se define como
propiedad asociativa.

Para una operacion binaria (*) definida en el conjunto S, la asociacidn de elementos especifica que

(axb)*c=ax(bx*c)

EJEmMPLO 1.7. En la suma de nimeros enteros se tiene la asociacion cumplida.
(a+b)+c=a+(b+c) Vab,c€EL
gue a su vez es extension de la suma en los numeros naturales.
EJEMPLO 1.8. Para el conjunto X y la operacion de la tabla 1.2, la asociacién no puede cumplirse ya que
oR(ORiI)=0Rad=>0
(ROORIL=0RiIL=>d
que son dos resultados completamente diferentes.

EJEmMPLO 1.9. Para las matrices de orden m Xn y la operacién de suma, es posible asociar los elementos que se
operaran:

(Amxn + Bmxn) + Cmxn = Amxn + (Bmxn + Cmxn)
y el resultado no se verd alterado.

Existencia del elemento neutro
Si existe un elemento e dentro de un conjunto, que tiene la propiedad de no alterar a otro elemento a cuando se les
aplica una operacion binaria; entonces se habla de un elemento neutro.
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Si se define la operacidn binaria (*) dentro del conjunto S, y existe un elemento e € S tal que

v axe=a,Vaé€ES,entonces e es un elemento neutro por la derecha.

v exa

a,V a € S, entonces e es un elemento neutro por la izquierda.
v axe=exa=aVace€S,entonces e esun elemento neutro para (*).

Esto quiere decir que un conjunto dado tendra, al menos, un elemento neutro si éste es neutro por la izquierda y por la
derecha.

EJEmPLO 1.10. Si se considera al conjunto de las matrices de orden m X n y la operacion de multiplicacidn, se verifica
gue el elemento neutro seria la matriz identidad:

LnAmxn = Amxn
donde I, es la matriz identidad de orden m, la cual es un elemento neutro por la izquierda.
LApsm = Anxm
donde I, es la matriz identidad de orden n, la cual es un elemento neutro por la derecha.
Estas son las propiedades que cumple la matriz identidad y que se estudiaron en el tema de matrices y determinantes.
EJEmpLO 1.11. El elemento neutro para la operacién de suma en los nimeros complejos seria el numero 0 + 0i, ya que
(x+y))+(0+0)=x+yi Vx+yieC
Por medio de la conmutacion en C, se verifica que 0 4+ 0i es neutro por la izquierda y por la derecha.

EJEmMPLO 1.12. En el conjunto X del ejemplo 1.6 y la operacion de la tabla 1.2, se puede verificar que existen dos
elementos neutros por la izquierda: d vy ii.

aflda=ad aflo=20 afRi=1u
ulda=da uflo=0 uRii=1u

En cambio, estos elementos no son neutros por la derecha.

Il
Q:

uda

Il
Q:

aRa=a ofd

aflii=1 oRRii=d =1
Por lo tanto, la operacién 8 no posee elementos neutros.
Existencia de elementos inversos
Los elementos inversos se relacionan directamente con el elemento neutro. En este caso, si el resultado de la operacién
binaria es el elemento neutro, entonces los dos elementos que intervinieron en la operacién son inversos uno del otro.

Cabe destacar que si no existiese el elemento neutro, entonces tampoco existen los inversos pues ambas propiedades
estdn ligadas.
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Al definir la operacién binaria (*) dentro del conjunto S, y tomando en cuenta la existencia del elemento neutro e € S,
se dice que

v axd=eVac€S, entonces d es el elemento inverso de a por la derecha.

v d*a=eVa€S, entoncesd es el elemento inverso de a por la izquierda.
v axd=d+*a=eVaetES,entonces d es el elemento inverso de a para (*).

Por lo tanto, si el inverso por la izquierda y por la derecha es el mismo, entonces es un elemento inverso Unico para a.
Ademas, un conjunto tendra para cada elemento su correspondiente inverso en una operacion binaria.

EJEmPLO 1.13. En la multiplicacidon de matrices de orden n, y que son no-singulares, se tiene que
LA, =A,L, = A,

donde I,, define al elemento neutro. En consecuencia, el elemento inverso de A por la izquierda serd el mismo que el
inverso por la derecha:

EJEmMPLO 1.14. Cada elemento del conjunto de los nimeros reales tiene un solo inverso definido para la operacién de
multiplicacion:

x-x71, Vvx#+0€eR

Sabiendo que uno es el elemento neutro en R para la multiplicacidn, y que el cero es el Unico elemento que no posee
inverso.

Conmutatividad
Cuando una operacién binaria permite que el orden de los elementos no influya en el resultado que se obtendr3, se dice
gue la operacion permite la conmutacion.

Para una operacion binaria (*) definida en el conjunto S, la conmutacidn especifica que:

axb=bxa Vabe€eS

EJEmMPLO 1.15. Para la multiplicacién de matrices de orden dos no siempre se cumple la conmutacidn:

(a11 a12) (b11 b12> _ <a11b11 + aizbyy ag1bip + a12b22>
Az1  A22/\by1 by, Ay1byy + azzby1  Az1bip + azaby;

En cambio, el producto

<b11 b12) (all a12) _ <b11a11 +bi20z1  b11a4p + b12a22>
by1  byp) \A21 Q22 by1a11 + byp0a31  ba1a15 + byraz;

qgue son dos matrices completamente diferentes.
EJEMPLO 1.16. Para el conjunto X y la operacion de la tabla 1.2, la conmutacidn no puede consumarse en los casos

afiu=1u
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ifRd=ad
Por lo tanto, no existe la conmutacién para esta operacion.

EJEmPLO 1.17. Para las matrices diagonales de orden 3 y la multiplicacién se tiene que:

a1 C11 C11 a1
Qazz C22 = C22 Qazz
aszs C33 C33 aszs

Cuyo resultado sera el mismo en ambos casos:

a11€11
A22C22
a33C33

Estas cinco propiedades permiten establecer una jerarquia de estructuras, que se vuelven mdas completas segun la
naturaleza de sus elementos, el nimero de operaciones binarias que se define en ellos, y las propiedades que cumplen
estas operaciones.

Definicion de grupo
La estructura algebraica mas simple que se estudiard sera el grupo. Este define a un conjunto que posee una operacién
binaria y se cumplen tres propiedades: asociacidn, elemento neutro y elemento inverso.

Sea G un conjunto no vacio con una operacion binaria (*) definida. G es un grupo si:

v a*xb€G

v (axb)xc=ax(bxc)
v Je€G,axe=exa>a
v 3d€EGaxd=d*xa>e

para cualquier a, b, c € G.

EJEmMPLO 1.18. De los conjuntos numéricos conocidos, el primero que posee una estructura de grupo es el conjunto de
los nimeros enteros estableciendo a la suma como su operacion binaria:

a+b€eZVabel
(a+b)+c=a+(b+c)
30€Z,a+0=0+a>a
d-a€Za+(—a)=(—a)+a=0

B wnNRe

Los numeros naturales no poseen este tipo de estructura, ya que no esta definido un elemento neutro para la suma ni
mucho menos los elementos inversos.

EJEMPLO 1.19. Para el conjunto de los nimeros complejos y la operacion definida como

Z1 Y02y = 212,
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Se satisface que la operacidn es cerrada, ya que la multiplicacion de nimeros complejos arroja un resultado en C;
ademas, el conjugado de un nimero complejo es otro complejo.

Z1Z5 € C
Para comprobar si existe la asociacion se debe verificar que

(2110 23) 10 23 = 71 10 (2, 10 Z3)
(21 10 23) 10 23 = 21 10 (2 10 Z3)
Z].ZZ 0] Z3 == Zl 0] 2223
(z172) 73 = 21(Z373)
Z1Z273 F 712273

Se obtiene que ambos lados de la igualdad son diferentes; por lo tanto, C bajo la operacidon 1 no es un grupo.
EJEMPLO 1.20. Sea el sistema dado por (R — {0}, ~), donde

x~y=2xy, Vx,y#0€R
Se verifica que el resultado de la operacidn sera un nimero real. Ademas, se observa que

x~y)~z=x~(~2)
2xy~z=x~2yz
2(2xy)z = 2x(2yz)

4xyz = 4xyz
la propiedad asociativa se cumple.
Por otro lado,
e~x=x
2ex =
2e =1
1
e=—
2

Como el elemento neutro e esta definido, implica que se cumple esta propiedad.

Finalmente,
X~x=e
. 1
2Xx = >
L 1
T

Y existe un elemento inverso para cada x que pertenezca al conjunto dado. Por lo tanto, los nimeros reales diferentes
de cero forman un grupo con respecto a la operacién definida.
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Subgrupo
De un grupo G se pueden tomar subconjuntos, que posiblemente puedan formar un grupo tomando la operacién
definida para G.

Sea (G,*) un grupo. Un subconjunto H de G es un subgrupo si él mismo es un grupo para la operacion (x); es decir,
(H,*) es un grupo.

Para poder identificar si H € G es un subgrupo para la operacion (), basta con verificar si se cumple que

v axb€H, Vab€eH
v. d€H Ya€eH

EJEMPLO 1.21. Se sabe que (Z, +) es un grupo; sin embargo, los subconjuntos de los nimeros naturales y los nimeros
negativos no pueden ser subgrupos.

Para la cerradura de la suma se sabe que

m+neN, vmneN
Analogamente,

a+beZ, VYabe€eZ”

Sin embargo, al tratar de determinar el elemento inverso para suma, se sabe que los inversos aditivos para los nimeros
naturales se encuentran en el conjunto de los nimeros negativos, y viceversa. Esto quiere decir, que aunque Z es un
grupo, sus subconjuntos no necesariamente lo son.

EJEMPLO 1.22. Sea el grupo (R, +). Si Q c R, entonces se cumple que

+C€
pTac

y ademas, el inverso aditivo
a €
b

Por lo tanto, Q forma un subgrupo del grupo R para la suma.

Grupo abeliano
El grupo abeliano afade la propiedad conmutativa a la definicién de grupo.

(G,*) es un grupo abeliano (o conmutativo) si la operacién () cumple con

axb=>b=x*a, VYabeaG

EJEMPLO 1.23. Sea M el siguiente conjunto:
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M—{(m11 m12)|m My, My, M E]R{}
= W\my, my, 11, Mq2, M3, My

y la operacién suma de matrices tradicional. Para determinar si (M, +) es un grupo abeliano se deben demostrar las

propiedades de asociacién, existencia de elemento neutro, existencia de elementos inversos y conmutacién. De las
—adi1 —asp

propiedades del grupo se sabe que E = (0 0) es el elemento neutro de la suma, y 4 = (—a21 —a,,

0 0
los elementos inversos; la asociacién y conmutacion en la suma se cumplen como una extension de las propiedades de

) representa a

la suma en los nimeros reales. En consecuencia, el sistema (M, +) es un grupo abeliano.

EJEMPLO 1.24. Sea el conjunto A = {a, b} y la operacidn definida en la tabla 1.3.

+ A b
a a b
b b a

Tabla 1.3. Operacién binaria en A.
Para verificar si (4, +) es un grupo abeliano se tiene:

Cerradura: todos los resultados posibles en la tabla pertenecen al conjunto; por lo tanto, la operacién es cerrada.

Asociacion:
a+(a+b)=((@+a)+b b+(a+a)=(b+a)+a
a+b=b+a b+a=b+a
b=>b b=bh
a+b+a)=(a+b)+a b+(a+b)=((b+a)+b
a+b=b+a b+b=b+b
b=b a=a
a+b+b)=((@+b)+b b+(b+a)=((b+b)+a
at+a=b+b b+b=a+a
a=a a=a

Ademas, para los casos en los cuales todos los operandos son iguales, se cumple la propiedad. Por lo tanto existe la
asociacién para (4, +).

Elemento neutro:
eta=a = e=a
e+b=b = e=a

Por lo tanto, existe un Unico elemento neutro (a); y asi, se cumple la propiedad.

Elementos inversos:
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Para este ejemplo, los elementos inversos existen; por lo tanto, la propiedad se cumple.
Finalmente, la propiedad conmutativa queda como:

a+b=b+a
b=b»b

La conmutacion también es vélida para la operacion. Por lo tanto, se concluye que (4, +) es un grupo abeliano.

Definicion de campo

Supdngase ahora un conjunto con dos operaciones binarias; la estructura que se obtendra serd mas completa: el campo
o cuerpo. Dicha estructura contiene las propiedades ya estudiadas en el Algebra Superior al momento de formalizar el
conjunto de los niumeros reales y de los nimeros complejos: cerradura, asociaciéon, conmutacién, elemento neutro y
elementos inversos para las operaciones de suma y multiplicacidn; y la distribuciéon de la multiplicacién sobre la suma.
Q, R y C son los Unicos campos numeéricos; esto no quiere decir que sean los Unicos, ya que pueden establecerse
operaciones con conjuntos no-numeéricos.

Sean K un conjunto no vacio, (*) y (¢) dos operaciones binarias cerradas definidas en K. (K,*,0) es un campo, si
Para la primera operacion se cumple:

La asociacion,a x (b*xc) = (axb) xc
La conmutacion,a*b = b * a
La existencia del elemento neutro, e *a = a

= PP E

La existencia de elementos inversos, d * a = e
Para la segunda operacion se cumple:

La asociacion,ao (boc) =(aob)oc
La conmutacion,a¢b =boa
La existencia del elemento neutro, f o a = a

= WP

La existencia de elementos inversos,dca = f,Va # e
Para ambas operaciones se cumple:
5. Ladistribucion de la segunda operacion sobre la primera, (b *xc) oa = (b ¢ a) * (c o a)

donde e es el cero del campo (neutro de *) y f es la unidad del campo (neutro de ©).

EJEMPLO 1.25. Los sistemas (IR, +,-) y (C, +,-) son campos, ya que en ambos conjuntos, con las operaciones de sumay
multiplicacién se cumplen las propiedades de un campo. Ademas, se tiene que el cero del campo no tiene inverso en la
multiplicacién y es diferente de la unidad del campo; en ambos sistemas éstos ultimos elementos pertenecen tanto a los
numeros reales como a los nimeros complejos.
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EJEMPLO 1.26. Sea el conjunto V, definido por:

V={(xy,2)|x,y z € R}

y las operaciones definidas como:
(X1, y1,21) + (X2,¥2,22) = (% + X2, 71 + Y2, 21 + 22)

(x1,¥1,21) D (x2,¥2,22) = (X1X2,¥1Y2,2127)

Se debe verificar si la estructura (V, +,8) es un campo. En este caso, la primera operacién define una suma tradicional
de vectores; por lo tanto, las propiedades de la primera operacién del campo son:

v' Asociacion, i+ (T+w)=(Uu+v)+w

Conmutacién,u+ v =v+1u

I
ol

Elemento neutro, e + u=e

ANERNERN

Ql
Il
|

S

u
Elementos inversos,a + i = é =
paratodou,v,w € V.

En la segunda operacion es necesario demostrar que las caracteristicas restantes del campo se satisfacen
correctamente.

Asociacion:

(x1,¥1,21) @ [(x2,¥2,22) D (x3,¥3,23)] = [(x1,¥1,21) D (x2,¥2,22)] D (x3,¥3,23)
(x1,¥1,21) © (x2X3,¥2¥3,2223) = (X1X2,V1¥2,2123) D (x3,¥3,23)
(X1X2X3, Y1Y2Y3: Z12223) = (X1X2X3,Y1Y2Y3) Z1Z2Z3)

Por lo cual, se cumple la propiedad.

Conmutacion:

(x2,¥2,2) @ (x3,¥3,23) = (x3,¥3,23) D (%2, ¥2,22)
(X2X3,Y2¥3,2223) = (X3X2,Y3Y2, 2322)

Por la conmutacion en la multiplicacion de los nimeros reales, se satisface la propiedad.

Elemento neutro:

(x: Y Z) @ (81,62,83) = (xr 8z Z)

(xei,ye,, zes) =
Entonces, se plantean las ecuaciones
xe; =Xx
yex =Yy
zes =2z
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Por la multiplicacién en los reales se obtiene que el elemento neutro del campo para la segunda operacién es
e = (1,1,1); y se satisface la propiedad.

Elementos inversos:

(X, Y, Z) EB (a1'a2fa3) = (xr Y, Z)

(xay,ya,,zaz) =
Las ecuaciones resultantes son
xaq =1
ya, =1
zaz =1

Nuevamente, con la multiplicacion en los reales se obtiene que el elemento inverso general del campo en la segunda

L _ 111 . . - . . =
operacidones a = (;,;,;); y esta propiedad se satisface, ya que el Unico elemento que no tiene inverso es 0 = (0, 0, 0).

Distribucion:
(x1,¥1,21) @ [(x2,¥2,22) + (x3,¥3,23)] = [(x1,¥1,21) D (X2,¥2,22)] + [(x1,¥1,21) D (x3,¥3,23)]

(x1,¥1,21) @ (xp + x3,¥2 + y3, 22 + 23) = (X1X2,V1¥2,2122) + (X1X3, Y1Y3,Z123)
(x1(x2 +x3), 71 (V2 + ¥3), 21 (22 + 23)) = (X1X2 + X1X3,Y1Y2 + V1Y3, 2122 + 21 23)

Por lo que la distribucidon esta satisfecha. Entonces, se concluye que la distribucidn en ambos sentidos se cumple
satisfactoriamente. El sistema (V, +,@) tiene estructura de campo.

Isomorfismos y homomorfismos

Dentro de la Algebra Moderna pueden establecerse relaciones entre las estructuras algebraicas y sus operaciones.
Dichas relaciones permiten intercambiar los simbolos u operaciones de una estructura sin alterar sus propiedades
algebraicas o sus resultados.

Homomorfismos

Sean (G, +) y (G',*) dos grupos. Un homomorfismo de A en B es una funcién f: A — B tal que

fla+b)=f(a)*f(b) Vabeag

El término viene de los vocablos griegos opdg (homos, mismo) y popor| (morphe, forma).

EJEMPLO 1.27. Sean el grupo

M, ={(Z Z)|ad—bc¢0;a,b,c,d € ]R}

donde se define la multiplicacién matricial tradicional, y el grupo (R — {0},%), donde (X) es la multiplicacién usual en
R. Si se define la funcion
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f(A) = detA
Determinese si f: A - R — {0} es un homomorfismo.

Al aplicar la definicion de isomorfismo se establece que

f(A-B) = f(A) x f(B)
|4-B| = |A]| x|B|

Por propiedades de los determinantes se sabe que la igualdad es verdadera; por lo tanto, f:A - R — {0} es un
homomorfismo.

EJEMPLO 1.28. Sean el anillo (D3, +,-), donde

y el anillo (C, +,-). Determina si la funcidn
a
f a = 3a(2 + l)
a

En este caso se tienen dos operaciones binarias; por lo tanto, la propiedad del homomorfismo se debera probar dos

es un homomorfismo.

veces:
fA+B) =f(A)+f(B)
f(A-B)=f(A) f(B)

(e o)

3a(2 + i) +3b(2 +1)

Para toda A, B € Ds. En la primera operacidn se tiene
a b
f a + b
a b

a+b
f a+b
a+b

3(a+b)(2+iQ) = (3a+3b)(2 + i)
3(@+b)2+i)=3(+h)(2+1)

Para la segunda operacién:
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ab
f( ab ) =[3a(2+ D] [3b(2 + )]
ab
3(ab)(2 + i) = 9ab(2 + i)?

Al realizar las operaciones, se observa que no existe igualdad. Se concluye que la funcién dada no es un homomorfismo
entre los campos.

Isomorfismos

Se considera que una funcién f:A — A’ entre dos estructuras algebraicas es un isomorfismo, si ademds de ser
homomorfismo es una funcién uno-a-uno y sobre; es decir,

v' A cada elemento de A le corresponde un asociado en 4’.
Todos los elementos de 4 se asocian con todos los elementos de A’.
La funcidn f tiene inversa.

AN

El elemento neutro de A se transforma en el neutro de A4’.

EJEMPLO 1.29. Sean los grupos (R*,-) y (R, +). Se define la funcién

f(x) = log, x

Por propiedades de los logaritmos se sabe que

fO-y)=f)+ Q)
logy(x - y) = log, x +log, y

Por lo tanto, la funcién es un homomorfismo. Para verificar si es un isomorfismo se prueba el elemento neutro del
primer grupo, que es 1.

f(1-1) =logy1+logy1
=0

que es el elemento neutro para el segundo grupo.

Para verificar la funcién inversa se toma a ambos lados la funcidn exponencial en la base b.

plogp(x-y) — plogy x+logyy
= plogrxplogyy

=x-y
Lo cual indica que si existe la funcion inversa, entonces la funcidn es uno-a-uno. Con respecto a la propiedad sobre, todo

numero real positivo tiene su correspondiente logaritmo dentro de los nimeros reales. En consecuencia, la funcién
logaritmo entre los grupos (R*,-) y (R, +) es un isomorfismo.

EJEMPLO 1.30. Sean los grupos (4,@) vy (B,®), donde A = {0,1} y B = {a, b} y las operaciones en cada conjunto estan
definidas por las tablas 1.5 y 1.6, respectivamente.
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) 0 1 ©) a b
0 0 1 a a
1 1 1 a b
Tabla 1.5. Tabla 1.6.

Operacion en A. Operacion en B.

Determinese si f: A — B, donde f(0) = ay f(1) = b es un isomorfismo.

Comprobando cada operacion se tiene

f(OD0)=f(0)O f(0)
fO=a@a

=a

fADD =fDOfA)

f)=b0Ob
=b
fOD1)=f(0)0Of()
f()=a®b
b=a

Como la ultima expresion no es cierta, entonces la funcién dada no es un isomorfismo.
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