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Espacios con Producto Interno

Definicion de producto interno y sus propiedades elementales
Supdngase que se tiene un espacio vectorial V sobre un campo K. Se puede definir en V una funcién que a cada par de
vectores i1, 7 € V le asigna un escalar de K, denotado por (ii| 7). Dicha funcién se llama producto internoen V.

Una funcidon F: V X VV — K es un producto interno o escalar si satisface las siguientes propiedades
v ({au + Bu|w) = alu|w) + B(v|w) (Linealidad).

v (u|v) = (v|u) (Simetria).

v (ulu) > 0,% # 0 (Positividad).

La propiedad de linealidad puede expresarse como dos propiedades independientes:
(u + vlw) = (u|w) + (v|w) (aulw) = a(ulw)
EJEMPLO 4.1. Verifiquese que el producto punto en R? es un producto interno. Para ello se tiene que

(1, y1) - (X2, ¥2) = x1%, + V1Y

Linealidad:

[a(xy, y1) + B(x2,¥2)] - (x3,¥3) = a(xy,y1) - (x3,¥3) + B(x2,¥2) - (x3,¥3)
(axy + Bxz, ays + By2) - (x3,¥3) = a(x1x3 + y1y3) + B(x2X3 + ¥2)3)
(axy + Bx3)xs + (ayy + By2)ys = axyx3 + ay1ys + fxox3 + By, Y3
axix3 + Bxyx3 + ay ys + By,ys = axyxs + ay,y; + fxoxs + Byrys

Por lo que la propiedad se cumple.

Simetria:

(e, y1) - (X2, ¥2) = (x2,¥2) * (x1,¥1)
X1X3 + Y1Y2 = X2X1 + Y2V

Al aplicar la conmutacién en la multiplicacién de los nimeros reales, la propiedad se cumple.

Positividad:

(e, y1) - (X, y1) = X110 + iy
=xif +y1

Como el cuadrado de un numero real siempre es positivo (excepto el cero), entonces la suma de dos cuadrados es
positiva; por lo tanto, se cumple la propiedad.

Como conclusioén, se tiene que el producto punto en el espacio de las parejas ordenadas es un producto interno.
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EJEMPLO 4.2. Sea el espacio vectorial

V={(Ccl Z)|a,b,c,d € ]R{}

Determinese si la siguiente funcién es un producto interno
f(A,B) =trAB
Linealidad:
tr(edA + BB)C = atrAC + Btr BC
Por la propiedades de la traza de una matriz

tr(¢AC + BBC) = atrAC + BtrBC
tr(aAC) + tr(BBC) =
atr(AC) + Btr(BC) =

Por lo que la propiedad se cumple.
Simetria:
tr(AB) = tr(BA)

Por propiedades de la traza de matrices, la propiedad se cumple.

Positividad:
tr(A4A) > 0
donde
_(a byfa b
Ad = (c d) (c d)
_ <a2 +bc ab+ bd)
ac+cd bc+d?
Por lo tanto

a?+2bc+d?*>0

Se tiene la suma de dos cuadrados y un producto que puede ser positivo o negativo, dependiendo de los valores de b y
c; en general esta condicidn no se cumple. Por ejemplo, si se tiene la matriz

=G

y al aplicarle la funcion

1= 76 7
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_ (-3 -4
- ( 4 _3)
sellegaatrA = —6, y la propiedad de positividad no se cumple.

En conclusion la funcidn dada no es un producto interno. No todas las funciones que involucran parejas de vectores
pueden llegar a ser un producto interno; sin embargo, existen funciones que con una pequefia variacion si lo son.

Algo que se debe resaltar, es que un espacio vectorial puede tener una infinidad de productos internos. Asi como en el
tema anterior se vio que el nimero de transformaciones lineales no es limitado, en este se puede definir cualquier
producto interno en cualquier espacio vectorial, siempre y cuando su cumplan las tres propiedades descritas
anteriormente.

Al igual que otras funciones, el producto interno cumple con algunas propiedades adicionales a las de la su definicion;
dichas propiedades extensivas son:

v (u|©#) = (¥|n), si los vectores pertenecen a un espacio vectorial sobre los complejos.
(i|av) = a(u|v).

(u|av) = alu|v), sia € C.

(u|0) = (0]u) = 0.

(0]0) = 0.

DN N NN

En la primera y tercera propiedades, W y @ denotan al conjugado del nimero correspondiente.
EJEMPLO 4.3. Demuéstrese las propiedades uno y tres, para el espacio vectorial
C* ={(x,y)lx,y € C}
Si el producto interno definido es
(U|v) = x1%; + 117> V= (x,),7 = (x2,5,) €C°
donde y; denota al conjugado de y;.

La propiedad uno establece que

(ulv) = (v|u)
X1Xz + V1Yo = XX + Y21

Por propiedades del conjugado de los nimeros complejos

X1X2 + V1Yo = XX + Y2V
X1Xz + Y1Y2 = XX + Y21
X1Xz2 + Y1Y2 = XoX1 + Y21

que satisface correctamente la propiedad.

La segunda propiedad hace uso del escalar a € C, por lo que
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(dlav) = alu|v)
(Ce, y)la(xa, ¥2)) = a(xq, ¥y1)1(x2, ¥2))
(Ce, yO)l(axg, ays)) = @(x1x; + y1¥,)
X10X + Y1QY, = AX1Xy + AY1Y>
X 10Xy + Y10y, = X10X; + Y1,

Finalmente, la propiedad es verdadera.

Definicion de norma de un vector y sus propiedades

Dentro de las caracteristicas geométricas de un vector, existe el concepto de magnitud; es decir, el valor escalar que por
si mismo posee un vector; o en otras palabras, la distancia que existe entre el punto donde inicia el vector, y el punto
donde termina.

En la Fisica, la magnitud representa el valor que un fendémeno fisico tiene. Por ejemplo, la aceleracién es una cantidad
vectorial, la cual se manipula como una cantidad escalar; ese tipo de manipulacién utiliza la magnitud del vector
aceleracién. Otros ejemplos de este tipo son la fuerza, la velocidad, el campo eléctrico o la corriente eléctrica.

La norma de un vector es su magnitud, y ésta puede obtenerse a partir de un producto interno. Como se describié en el
inciso anterior, el espacio vectorial puede tener una infinidad de productos internos definidos; por lo tanto, la norma del
vector no sera la misma para todos los productos internos.

Sea V un espacio vectorial donde se define el producto interno (ii|7) V i, 7 € V. La norma de un vector se define como

o]l = y(7|v)

EJEMPLO 4.4. Sean los productos internos en el espacio vectorial R? definidos como
(Cer, yI(x2, ¥2)) = x1%2 + Y1Y2

(Cey, yI(x2, ¥2)) = x1x5 — 2x1y, — 21X, + 5y1 Y

Se desea encontrar las normas del vector ¥ = (—1, —2). Para el caso del producto interno ordinario se tiene

(=1, -2)Il = (=1, -2)|(-1,-2))
= /DD + (-2)(-2)
=5

Para el segundo producto interno

I(=1,-2)Il = V{(=1,-2)I(=1,~-2))
= VDD - 2(-1D(=2) = 2(=2)(=1) + 5(=2)(-2)
=13

Con lo cual se comprueba que la norma de un mismo vector varia segun el producto interno que se utilice.
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La norma posee ciertas propiedades que permiten establecer simplificaciones al momento de trabajar con ecuaciones
con producto interno. Dichas propiedades son

v l#ll=0
vV Nav|| = al|7|,Va € K
v lla+ ol < Jlall + 1ol

La ultima propiedad es conocida como la desigualdad del tridngulo.

Vectores unitarios

Los vectores unitarios son una propiedad que involucra al vector y su norma. En forma general, un vector unitario es
aquel que cumple con la ecuacion

o]l =1

Supdngase que se tiene un vector unitario ¥, el cual puede multiplicarse por un escalar dando como resultado un vector
7; es decir,

ab =7v..(1)

El vector ¥ tiene una norma ||7||. Dicha norma puede igualarse al escalar que se utiliz6 para multiplicar al vector
unitario; es decir, si

7] = a...(2)
Si (2) se sustituye en (1) se tiene que
Izllo =v

Por lo que se deduce que cualquier vector puede tener su correspondiente vector unitario. Esto se comprueba al
multiplicar la dltima ecuacién por el inverso de la norma || 7]|.

|~

v

]
Il
3

Cuando se obtiene un vector unitario a partir de un vector ¥ cualquiera, se dice que v fue normalizado.
EJEMPLO 4.5. Sea el espacio vectorial de las matrices reales de orden 2, y el producto interno definido por

(AIB) = tr(BT A)

. _ -2 0\ = -3 2 . .
Se desea normalizar los vectores 4 = yv = . Para ello, se necesita obtener sus respectivas normas y

1 1 1 2
después, dividir cada vector entre la norma respectiva.
I DIl =ve
I I =3v2
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Finalmente, los vectores unitarios serian:

D

1 ,— 1
=2 ) 0mgh(P Y
Jell 1 3v2V1 2
Se puede verificar facilmente, que las respectivas normas son iguales a 1.

Definicion de distancia entre vectores y sus propiedades
El producto interno con normas permite establecer el concepto de distancia entre los vectores. La figura 4.1 muestra de
manera grafica la distancia entre vectores.

u
Figura 4.1. Distancia entre vectores.

Puede observarse que la distancia entre vectores se mide desde el punto final de & hasta el punto final de 7. La relacién
entre los vectores mostrados es

<l
+
Q)
Il
|

—-u

Il
<

La distancia entre & y ¥ se puede calcular como la norma del vectord = v — .

1] = 17 -z
d@,v) = ||lv —ull

Este nimero es un real positivo, que establece los principios de métrica en un espacio vectorial. Satisface las siguientes

propiedades:

v d@,v)=0.

v d@,v)=0,siu=7.

v d@,v) =dv,n).

v o od@w)<dm,v)+dww).

EJEMPLO 4.6. La desigualdad del tridngulo es un teorema geométrico muy importante dentro de la Matematica. La figura
4.2 muestra este problema.
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u

Figura 4.2. Desigualdad triangular.

Las normas son escalares positivos, por lo cual se puede establecer una relacién con las propiedades del valor absoluto.
Otro argumento para establecer la demostracidon es tomando al espacio vectorial de los nimeros reales sobre los
ndmeros reales.

Las propiedades del valor absoluto son:

v x| <a,siysélosi—a <x <a.
v |x| =a,si,ysélosi, x <—ada<x.

Si se tiene en principio

—lal <a<|al..(1)

—|b| <b < |b]...(2)
al sumar las ecuaciones (1) y (2) se tiene que

—lal=|b| <a+b <|al +|b]
Al utilizar la primera propiedad del valor absoluto se tiene que
la + b| < |a| + |b|

Si se reescribe en términos de normas, se obtiene

lu + 7l < llull + o]

EJEMPLO 4.7. Sean el espacio vectorial de las matrices cuadradas de orden dos con elementos complejos, y el producto
interno definido por

(AIB) = ay1by1 + a13b15 + ap1byy + azby;

, . . —i 2 2—1i =2 . .
Calculese la distancia entre los vectores ( ] ) ( ; ) Primero se tiene que
1+i 1-/Y\Us 5 q

(—;i—i iiéi)=(1_+ll 1ii)_(2;i _5211)

Por lo que
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15 12el= \/(—2)@+ @ +20@+2) + (=4 + D4+ D + (1 - 6)(T - 6)

=J4+@+4)+(16+1)+(1+36)
=66

Por lo que la distancia entre las matrices es V66 [u].

EJEMPLO 4.8. Con el producto interno definido por

3
p@la) = ) pH)
i=0

Encuéntrese la distancia entre los polinomios p(x) = x3 —x?2 + x — 1y q(x) = —x% + 2.
Se obtiene
x3+x-3=(x3—-x2+x—-1)—(—x?>+2)

Y, finalmente

263 +x = 3|l = /(=3)(=3) + =D(-1) + (N(7) + 27(27)
=788

La distancia entre los polinomios es v788 [u].

Definicion de angulo entre vectores
El angulo entre vectores también puede calcularse a partir del producto interno. La figura 4.3 permite establecer ciertas
relaciones entre las normas y el angulo.

Figura 4.3. Angulo entre vectores.

Por la ley de cosenos se sabe que
-n2 _ _ _ _
Id||” = @l + 121> — 2li@l| 5]l cos ¢

Pero ademds ||cf|| es lanormade || — u||. Por lo tanto, al desarrollar la expresidn se tiene

(@ —ulv —a) = ||zl + 17l1> — 2[lzl| 7]l cos ¢
(@|v — u) — (ulv — ) = |lall® + [12]|* — 2llzlll?|l cos ¢
@v) — (@lw) — (@lv) + @lw) = llull* + 111> - 2llzllI7]l cos ¢
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lzl? = 2@@lv) + 1711 = llall? + [12]|* - 2]lzlll7]l cos ¢
—2(u|v) = =2||ull||7]l cos ¢

Finalmente, se obtiene que

@lv) _ cos
llzl|[|]]

Y el dngulo entre dos vectores puede obtenerse a partir del producto interno entre sus vectores, y las normas. Hay que
destacar que en espacios complejos el producto (i|7) puede ser un nimero complejo, en cuyo caso sélo se tomara en

cuenta la parte real; es decir

Re(u|v)
———— = C0S @
izl

EJEMPLO 4.9. Sean los vectores 4 = (0,1,—1,2) y ¥ = (0,0, 1, 1). Calctlese el angulo entre ellos, utilizando el producto

interno usual en R*.

Se calculan
u-v=(0)(0)+ (1O + (-1 + (2)(1)
=1
lzll = v/(0)(0) + (D(D) + (D=1 + (2)(2)
-6
171l = v/(0)(0) + (0)(0) + (D(1) + ((1)
-2
Por lo tanto, el coseno del angulo entre los vectores es
1
cos@ = _\/8\/5

Por lo tanto, se obtiene que ¢ = 73.22°.

i 2 1+i) (—3 4 —2_+i)

0 —3i 1 2 0 , si se define el producto

EJEMPLO 4.10. Calculese el angulo entre los vectores (

interno
(A|B) = tr(4A*B)
Se calcula

—i 0
_ N-3 4 —2+i
<A|B)_tr[<12—i 311>(2i o i)
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3i —4i  1+2i
=tr< ~12 8 —7+2i>
3450 4—4i —1+4i
=7 47i
—i 0
i 2 1+
(AlA)—tr( 2 31)(0 Y 1)
1-i 1
1 =2 1-—i
=tr< 2i 13 2+5i>
1+i 2-5i 3
=17
3 —2i .
-3 4 -2+4i
e 2, ) 1

13 -12 8—3i
= tr( —-12 16 -8+ 4i>
8+3i —-8-4i 6
=35

Por lo que el angulo entre vectores, en este caso, queda definido por

_ <Re(7 + 7i)>
@ = arccos —\/ﬁ\/ﬁ

Obteniéndose que ¢ = 73.32°.

Vectores ortogonales

Sea un espacio vectorial V con producto interno. Se dice que dos vectores i, 7 € I/ son ortogonales si

(ulv) =0

Dicha relacidn es simétrica: si 2 es ortogonal a 77, entonces ¥ es ortogonal a ti. Debido a que

0= T
—COS2

entonces,

_ o)
[EIEL

Por lo que se llega a la definicién de ortogonalidad entre vectores.

EJEMPLO 4.11. Sean los vectores it = (0,—1,1,2) y ¥ = (2,1, 1, 0). Al aplicar el producto escalar ordinario en cuartetos
ordenados reales se llega a

i-7=(0-112)(21,1,0)
0)(2) + (=D (D) + (D) + (2)(0)

0
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Por lo que los vectores son ortogonales.

Si al concepto de vectores ortogonales se le afiade el de vector unitario, se establece la definicién de vectores
ortonormales. Sean i y ¥ dos vectores unitarios; si se tiene que

(o) =0

Se dice que los vectores i@l y ¥ son ortonormales.

EJEMPLO 4.12. Dados los vectores p(x) = —x? + x — 1y q(x) = ax? + x — 2, encuéntrese los valores a € R tales que
los dos polinomios sean vectores ortonormales, si se define

2

P@Ia) = ) aiby

i=0
Si el espacio vectorial es P, = {a,x% + a;x + aylay, a;, a, € R}.
Se sabe que el producto entre los dos vectores debe ser nulo, por lo tanto
0=_(D(a)+ DD+ (=D(-2)

y se tiene que a = 3. Al obtener las respectivas normas de los polinomios se obtiene que

eIl =3
laColl = v14
o 1 5,1 1 ..y 3 5 .1 2
Y los vectores ortonormales son p(x) = —BX tEXx—HY qg(x) = Xt E T

Conjuntos ortogonales y ortonormales

La ortogonalidad no es especifica de un par de vectores; se pueden tener conjuntos completos de vectores ortogonales
a un vector, o incluso conjuntos de vectores ortogonales entre si. Sea el conjunto

B = {l_)l' 52,53 ...,l_)n}

Si se cumple que (Ei|Ej) = 0,V i # j, entonces se dice que B es un conjunto ortogonal.

EJEMPLO 4.13. El conjunto {i,j, IE} es ortogonal bajo el producto interno usual en las ternas ordenadas, ya que
(1,0,0)-(0,0,1) =0
(1,0,0):(0,1,0) =0

0,1,0)-(0,0,1) = 0
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EJEMPLO 4.14. Dado el conjunto de vectores {(2a,0,—1),(—1,10,—2),(2,1,b)}, équé valores a, b € R permiten que el
conjunto sea ortogonal?

Se debe plantear que
(2a,0,-1)-(-1,10,-2) =0
(2,1,b)-(2a,0,-1) =0
(-1,10,-2)-(2,1,b) =0

Por lo que surge el sistema de ecuaciones

—2a = =2
4a —-b = 0
—-2b = -8

Finalmente se obtienequea =1y b = 4.

Para poder establecer un conjunto ortogonal de vectores es necesario considerar el producto interno definido.
Entonces, el conjunto puede determinarse a partir de un vector de un subespacio vectorial o incluso a partir de un
espacio.

Sea el subespacio vectorial V donde se define un producto interno (ii| 7). Para obtener un conjunto ortogonal se parte
de un vector arbitrario l_)l € V. Para obtener el segundo vector Bz se debe cumplir que

4 (El|52) = 0, que permitira plantear una ecuacion lineal (1).

El tercer vector l_)3 del conjunto ortogonal se obtiene al plantear las condiciones simultaneas

4 (131|b3) = 0, que plantea nuevamente la ecuacidn lineal (1).
T

(b2|b3) = 0, que afiade una nueva ecuacion lineal (2)

El vector l_)4 se obtendra al resolver el sistema de ecuaciones lineales formado por las ecuaciones (1), (2) y una nueva al

afiadir una ecuacién (3), producto de (b3|b,) = 0.

El proceso se continuara de forma andloga al descrito anteriormente, hasta obtener como vector ortogonal al vector
nulo. Cabe destacar que cada uno de los vectores obtenidos debe pertenecer al mismo subespacio vectorial en el cual de
define el producto interno.

EJEMPLO 4.15. Sea el espacio vectorial

a,b,c,d E]R}

_(fa b
M, = {(c d)
Con el producto interno definido por (4|B) = tr(ABT). Determinese un conjunto ortogonal a partir del vector

A= (_11 —01)'
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Primero se plantea (A|B) = 0, donde B = (Ccl Z)

—-a —C
<AIB):tr(a—b c—d)
O0=—-a+c—d

que arroja la condicién ¢ = a + d; por lo tanto el vector buscado tiene la forma B = (a _Cll_ d Z)

Dando valores, se obtiene B = ((2) ;)

El siguiente vector ortogonal se obtiene a partir del planteamiento de las ecuaciones (4|C) =0 y (B|C) = 0, donde
_(a b
C= (C d).

—a —c
(A|C)=tr(a_b c—d)
0=-a+c—d
B b d
(B|C>_tr(2a+2b 2c+2d)

O0=b+2c+2d

Al sustituir las condiciones obtenidas, a = c—d y b = —2c — 2d, en el vector C se llegaa C = (C ; d _ch_ Zd),
que al darle valores establece que C = (_11 _26)

El siguiente vector D = (Ccl Z) deberd cumplir simultdneamente (A|D) = 0, (B|D) = 0y (C|D) = 0.

(AID)=—a+c—d

(BID) =b + 2c+2d

_ —a—6b —c—6d
(Blc)_tr(a+2b c+2d)
0=—-—a—-6b+c+2d

Las condiciones que se deben satisfacer sona =c—d, b = —2c —2d y 0 = —a — 6b + c + 2d. Al resolver el sistema

ecuaciones se tiene que

a +Zd = 0
5
c +Zd = 0
b 4 =0
2
24 4 _9 >
Y el vector tiene la forma D = 451 2 ; al dar valores se obtiene D = ( g 4). El siguiente vector que debe ser
—2d -
4

simultdaneamente ortogonal a los cuatro anteriores:
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(AlIE)y =—a+c—d
(BIEY=b + 2c + 2d
(CIE) =—a—6b+c+2d
_ —9a+2b —-9c+2d
oIEy =t (oo Vep oot aa)
0=-9a+2b—5c+4d

Al plantear el sistema de ecuaciones

—a +c —-d =

b +2c¢ +2d
—a —6b +c +2d
—9a +2b —-5c¢ +4d

I
coc oo

Se descubre que solo acepta la solucidn trivial; por lo tanto el siguiente vector ortogonal es el vector nulo. Si se sigue el
procedimiento nuevamente, se obtendra siempre el vector nulo; por lo que el conjunto ortogonal es

(26 DG DE D
EJEMPLO 4.16. Para el subespacio S = {(w, x, 2w — x, z)|w, x, z € R}, encuéntrese un conjunto ortogonal.

Se inicia con un vector arbitrario del subespacio 7; = (1,1,1,1):

v, =(1,1,1,1) - (w,x, 2w — x, 2)
0=3w+z

El segundo vector es 7, = (w, x, 2w — x, —3w), o bien ¥, = (1,1, 1, —3). El tercer vector es
171 " 173 == 3W + Z

vy 73 =(1,1,1,-3)-(w,x,2w — x,2)
0=3w-—-3z

Al sustituir las dos condiciones, se obtiene el vector 7; = (0, x, —x, 0), que con valores es 73 = (0,1, —1, 0). Finalmente,
el conjunto ortogonal es

{(1,1,1,1),(1,1,1,-3),(0,1,-1,0)}
Como en el ejemplo anterior, al calcular el siguiente vector ortogonal se obtendra el vector nulo.

Independencia lineal de un conjunto ortogonal de vectores no nulos

En los ejemplos anteriores puede observarse que el nimero de vectores de cada conjunto ortogonal coincide con la
dimension del subespacio. Ademas, se puede comprobar facilmente que cada conjunto ortogonal es linealmente
independiente; por lo tanto, un conjunto ortogonal con el mismo ndmero de vectores que la dimensién del subespacio
al que pertenece es una base.
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Sea el conjunto ortogonal
A= {Elf Ez, 133, ey En}

Si se establece la ecuacién de dependencia lineal con los elementos de A se tiene que

O = all;l + azgz + 0!353 + -+ anEn

Si se toma un elemento l_)i del conjunto A y se aplica a la ecuacidén de dependencia el producto interno para el cual A es
ortogonal se obtiene que

(0[B:) = (a
0=«

1b1|b;
1(b1 |B;
Como el conjunto es ortogonal, entonces el producto b; |l_)i) =0,V i +# j,ylaecuacidn de dependencia se reduce a
0= ai(Eill_Ji)

De donde se obtiene que a; = 0. Como se puede realizar este procedimiento con cualquier vector, entonces se concluye
l

que la ecuacién de dependencia se cumple solo si todos los escalares son nulos; en consecuencia, el conjunto es

linealmente independiente.

EJEmPLO 4.17. El conjunto del ejemplo 4.18 puede establecerse como una matriz, y verificar si es una base del
subespacio S = {(w, x, 2w — x,z)|w, x, z € R}.

1 1 1 1 11 1 1 11 1 1 1 0 2 0
(1 1 1 —3>~<0 0 0 4)~<0 1 -1 O)~<O 1 -1 0)
01 -1 O 01 -1 0 0 0 0 1 0 0 0 1

Se observa que los vectores son linealmente independientes; por lo tanto, el espacio generado es
G ={(a,b,2a—b,c)|a,b,c € R}
que es el mismo subespacio S.

A una base de un subespacio que ademas es ortogonal se le conoce como base ortogonal. El proceso para obtener una
base ortogonal a partir de un vector es el mismo que se describié en el apartado de conjunto ortogonal.

Coordenadas de un vector respecto a una base ortogonal
Al introducir el concepto de base ortogonal, se puede establecer también el de coordenadas de un vector en una base
ortogonal. Sea un espacio vectorial V donde se define la base ortogonal

A= {Elf Ez, 133, ey En}
y sea un vector & € V. Para obtener el vector de coordenadas [] 4 se tiene
u= all;l + azgz + 0!353 + -+ anEn

Si se aplica el producto interno con un vector Bi de la base a ambos lados de la ecuacion se llega a
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(ﬁlEl) = (all_)llgl) + (azl_)zllsl) + (0(31_)3'51) + -+ (anlsnll_)l)

Al igual que en la demostracién anterior, se sabe que (l_)j|l_)i) = 0,V i # j; por lo tanto, la expresién anterior se reduce a

lo cual permite que

Entonces, se tiene que el vector de coordenadas de u en la base ortogonal A esta dado por

[, = <<ﬁ|51) (wb,) (albs) (@|by)

<51|51>'<Ez|52>'<53|53>'""<En|él>>

EJEMPLO 4.18. Sea el subespacio P, = {ax? + bx + (=2a + 3b)|a, b € R}y la base ortogonal

B={2x?>+x—1,x%+2x + 4}

con respecto al producto interno definido por

2

P@Ia) = ) aiby

i=0

Calculese el vector de coordenadas de f(x) = x + 3 en la base ortogonal, utilizando el producto interno. Se sabe que

_({1p) (la)
[“”h‘<@mrwm9
Por lo que
(flpy _ (0)(2)+ (D)D) + 3)(-1) 1

P QQ+MO+ (DD 3

flop _ OD+ DR+ B®@ 2
(qlg) DD+ 22+ @D@ 3

. 12
Y se obtiene que [f(x)]p = (—5,5).
Proceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt
Se ha estudiado que a partir de un vector de un subespacio se puede obtener una base ortogonal. Sin embargo, también
es posible encontrar una base de este tipo a partir de una base cualquiera del subespacio.

Supongase que A = {¥;,U,, U3, ..., Up} €5 una base del espacio vectorial VV con un producto interno (i|7) definido. Para
encontrar una base ortogonal B = {w;, W,, Wy, ..., Wy, } se debe elegir un primer vector de A sobre el cual se operara. En
este caso se tiene que
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1. Wl = 171

Para el segundo vector de la base ortogonal se debe hacer una resta del segundo vector de la base original menos su
proyeccion sobre el vector obtenido en el paso anterior; es decir,

— = (valwy) _
2. Wy = (Wl L

Para el tercer vector se realiza la resta del tercer vector de la base original menos la proyeccién sobre el primer vector
menos la proyeccion sobre el segundo vector de la base ortogonal, ya obtenidos; o sea,

— - (m3lwy) _ (U3[wp)
3. W3 =Vs — 5wy "L (walwy 2

El proceso se contintia como en los pasos anteriores hasta obtener el vector n-ésimo de la base ortogonal

n. Wn = ﬁn _ (ﬁnlwl) = (ﬁnlwz) = (ﬁnlw3) = (ﬁnlwn—l) 7

Walwy) L (WalWy) 2 (Walws) S 2

1

En forma compacta, este algoritmo crea una base ortogonal a partir de una base cualquiera de un espacio vectorial,
donde

W1 - Ul
i-1 _
_ _ (Ti|lwy) _ :
i =V — —(VT/IVT/) Kk V2<i<n
=t (W [W
El algoritmo es conocido como el método de ortogonalizacidn de Gram-Schmidt, llamado en honor de sus

descubridores, el actuario danés Jgrgen Pedersen Gram y el matematico aleman Erhard Schmidt.

EJEMPLO 4.19. Encuéntrese la base ortogonal generada a partir de la base

_((—1 0y (0 2y /-1 1
4 _{( 0 1)’(2 1)( 1 o)}
del espacio de las matrices simétricas de orden 2, si el producto interno que se define es
(A|B) = ay1b11 + a12b15 + az1bz1 + azby;
El proceso se comienzo con la eleccidn del primer vector como inicio de la base, y después se aplica la ecuaciéon

-1 _
(V| Wi) _

— 1= k
Wi |W
L lw)

i =V

Para los vectores siguientes:
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Y la base ortogonal obtenida es

EJEMPLO 4.20. Dada una base de un subespacio de R*
{(1,1,0,0),(0,1,1,0),(0,0,1,1)}

Encuéntrese una base ortogonal.

Por el proceso de Gram-Schmidt se establece que

w; =(1,1,0,0)

El segundo vector es

(1,1,0,0)-(0,1,1,0)
(1,1,0,0)-(1,1,0,0)

1
=(0,1,1,0) — E(l, 1,0,0)

w, =(0,1,1,0) —

(1,1,0,0)

_< 11 1 0)
- 2121 )
El tercer vector es
) 0 (-35.1.0): (00,11 , 11
7= (0,0,1,1) = >(1,1,0,0) -~ 5 — (—5,5,1,0)
~3.2:10)(-7.2.10)

=(0,0,1,1) 2( 1110)
- »y Yy 4 3 2’2”
_(1 111)

~\3" 3’3’

Finalmente, la base ortogonal es
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Complemento ortogonal
Las dos opciones que se tienen al manejar conjuntos de vectores y ortogonalidad son:

v Un conjunto cuyos vectores son ortogonales entre si.
v Un conjunto cuyos vectores son ortogonales a otro vector fuera del conjunto.

El primero fue tratado en el tema de bases ortogonales; el segundo se conoce como complemento ortogonal, y se define
a continuacién.

Sea S un subespacio de un espacio vectorial V con producto interno. Al subespacio de V' cuyos vectores son ortogonales
a los elementos de S, se le conoce como complemento ortogonal de S, y se denota como

St = {w|(v|u) = 0,u € S}

Se debe hacer hincapié que los elementos del complemento ortogonal de S no necesariamente son ortogonales entre si.

EJEMPLO 4.21. Sea el subespacio A = {(w, x,x,w)|w,x € R}. ¢Cudl es su complemento ortogonal, con respecto al
producto escalar ordinario?

En este problema se debe elegir una base de A, la cual planteara la ortogonalidad con otro subespacio de los cuartetos
reales ordenados. La base elegida sera:

{(1,0,0,1),(0,1,1,0)}

Por lo que se tiene que

(1,0,0,1) - (w,x,y,2) =0

(0,1,1,0) - (w,x,y,2) =0
De estas dos operaciones se obtienen las condicionesw + z = 0 y x + y = 0 del complemento ortogonal de A:

At ={(-z-y,y.2)|y,z € R}
Si se realiza el producto escalar entre (w, x, x, w) y (—z, —y, y, z) se obtiene
w,x,x,w)(—z,—y,y,z) = —wz —xy + xy +wz

cuyo resultado es cero.

EJEMPLO 4.22. Encuéntrese el complemento ortogonal al polinomio g(x) = x? —2x + 1 bajo el producto interno
definido por

2

P@Ia@) = ) aiby

i=0

Si el espacio vectorial es el de los polinomios de grado menor o igual a dos con elementos reales.
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Se debe plantear que

(x2 =2x+1lax?+bx+c)=0
(x2 = 2x + 1|lax? + bx + c) = (1)(a) + (=2)(b) + (1) (c)

Por lo que la condicidn que debe cumplir el complemento ortogonal es a — 2b + ¢ = 0. Y se tiene que el complemento
ortogonal del polinomio dado es

gt ={@2b—c)x* +bx +c|y,z € R}

EJEMPLO 4.23. Una de las aplicaciones directas del complemento ortogonal es el plano en el espacio. Se sabe que un
plano que contiene al origen es un subespacio de R3; dicho plano puede definirse por la ecuacién

ax+by+cz=0

Esa ecuacion del plano puede descomponerse como (a, b, c) - (x,y,z) = 0, donde el vector (x,y,z) representa a un
vector que pertenece al plano, y (a,b,c) es un vector perpendicular (conocido en geometria analitica como vector
normal) al plano. La figura 4.4 muestra un plano generado por dos vectores, y el vector normal al plano.

Figura 4.4. Plano generado por dos vectores (rojo) que muestra al vector normal (azul).
Si los vectores que forman el plano son (=2, 6,4) y (=3, 3,—3), écual es una ecuacion del plano?
El plano es el espacio generado por los vectores dados, es decir
N={(-x—vy,3x+y,2x —y)|x,y € R}

Para encontrar la ecuacidn del plano es necesario obtener el vector normal, el cual pertenece al complemento ortogonal
del plano. Tomando la base {(—1,3,2), (—1, 1, —1)}, el vector normal se obtiene como

(-1,3,2)(x,y,2) =0
(-1,1,-1) - (x,y,2) =0

Que establece las ecuaciones —x + 3y + 2z = 0y —x + y — z = 0, de donde se obtiene que

N 5 3
- = {(—EZ,—EZ,Z) |x,y € ]R}

Si se toma el vector (—5,—3,2), que es un vector normal al plano, se obtiene que la ecuacién buscada es
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—5x—-3y+2y=0

Proyeccion de un vector sobre un subespacio

De acuerdo al ejemplo anterior, es posible establecer relaciones entre un vector y un subespacio (en el caso del ejemplo,
representado por un plano). Sin embargo, ese vector no necesariamente es perpendicular al subespacio; es posible que
ese vector sea oblicuo, y por lo tanto, permita establecer una ‘sombra’ sobre el subespacio. Este concepto se conoce
como proyeccidn de un vector sobre un subespacio; la figura 4.5 establece ese concepto.

<A

u
Figura 4.5. Proyeccidn de un vector sobre un subespacio (plano).

Para obtener la proyeccidén de un vector sobre un subespacio se debe considerar el producto interno que se utilizara y el
subespacio sobre el cual se proyectara. Sea el conjunto

(b1, by, bs, ..., by}

Una base ortogonal del subespacio H mostrado en la figura 4.5. El vector i, puede expresarse como

i|by) - ii|b,) - i|b ul|b,) _
go i) oo (@b oo (b)) gy
(bllbl) (b2|b2) (b |b ) (bnlbn)
Pero el vector i puede expresarse como
u=v—d..(2)
Al sustituir (2) en la parte derecha de (1) se obtiene
v —d|b) - (v —dl|by) - v — d|bs) - v —d|by) -
=) -db) p-dlh) - db)
(b1, ) (b, |b2) (bs|bs) (bn|bn)
Al desarrollar la anterior ecuacion con propiedades del producto interno se tiene que
v|b d|b v|b,) — 1|b,) — v|b,,) — d|b,)
a (17| _1) b1 _ (_ | _) b1 (vl _2) b2 _ (_ | _2) b2 + ._'+ (_17| _Tl) bn (_ | _n) bn
(balbr) ~ (Ba|bs) ©  (bo|b2) ©  (b2|b2) (bn|bn) " (bn|bn)

consecuencia

—_——~
=

=
<

S
Il
Ol

—_—~
&
o
-

Por lo que el vector u se expresa como
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—

olby) -, (7lba) -

_ 1
=—— b, +
)

(b2(b2)

b, +

Esta expresidn es conocida como la proyeccion de v sobre W, denotada como

Proyy, v =

EJEMPLO 4.24. Obténgase la proyeccion de la matriz A = (

Xz{Li

Con el producto interno definido por (4|B) = tr(AT B).

) sobre el subespacio

5 la.b e w)

. (1 0 _(0 1 . .
Una base ortogonal del subespacio es {Bl = (0 1),32 = (_1 0)}, por lo tanto, la proyeccion de A sobre X sera
(A|By) (A]B,)
Proyy A = ——— B
VX ETBiB) T (ByBy) 2

3
=50
311

0
(1)) +E(—01 (1))

Proyy A = E(O (1))

que es el vector buscado.

En la figura 4.5 se presenta un tridangulo rectangulo, cuyos lados son los vectores i, 7 y d; la hipotenusa ¥ puede
expresarse con la ecuacion vectorial

v=d+1

donde d es el vector distancia entre 1 y 7, y & es la proyeccidn de ¥ en el subespacio H; obsérvese que H es el
complemento ortogonal de d; en consecuencia, ii es ortogonal a d. Por lo que, un vector ¥ cualquiera puede expresarse
de la siguiente manera

v=u+w VieSweSt
Siendo S un subespacio y S* su complemento ortogonal.
EJEMPLO 4.25. Exprésese el vector (2,—1,0,1) como la suma de dos vectores.
(2,-1,0,1) = wy + Wy
Si w, pertenece al subespacio W = {(0,x,y,z)|x,y,z € R}, entonces la proyeccién se da como

— (27 _1; O; 1) ' (0! 1; 0; 0) (21 _1: 0: 1) ) (0! 0: 1! 0)
Y0 =70,1,0,0)- (0,1,0,0) (0,0,1,0)- (0,0,1,0)
= —-1(0,1,0,0) + 0(0,0,1,0) + (0,0,0,1)

(2; _1; 0! 1) ' (Ol 0! 0! 1)
(0! 0: 0: 1) ' (0! OI 0! 1)

(0,0,0,1)

(0,1,0,0) +

(0,0,1,0) +
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= (O; _1; Or 1)
Para encontrar el complemento ortogonal de wy:
0=1(0,-1,0,1) - (w,x,y,2)

Por lo tanto, —x + z = 0 y el complemento ortogonal es {(w, x,y,x)|w,x,y € R}. Para terminar el célculo, se debe
realizar una ecuacion sencilla

(2,-1,0,1) =(0,-1,0,1) + (w,x,y,x)
De donde se obtiene que
(2,-1,0,1) - (0,-1,0,1) = (w,x,y,x)
wy = (2,0,0,0)
Que son los dos vectores buscados: (2,—1,0,1) = (0,—1,0,1) + (2,0,0,0)

El teorema de proyeccion
En la figura 4.6 puede observarse la proyeccion de un vector ¥ sobre un vector i; ademas, se dibujan las respectivas
distancias entre d(7, ) y d (¥, Uy). Es evidente que la distancia entre ¥ y su proyeccion es la menor de las dos.

Figura 4.6. Distancia minima entre vectores.

Esto permite establecer el teorema de proyeccién, el cual se enuncia a continuacion.

Para cada vector 7 € V existe uno y sélo un vector 4, tal que
l7 — ol < [lv—ull

Este teorema se le conoce como teorema de proyeccion. Puede observarse que la distancia mas corta se da entre el
vector U y su proyeccion .

a b
-b 2a
reales, donde se define el producto interno

EJEMPLO 4.26. Sea el subespacio W = {( )|a,b € [R} de las matrices cuadradas de orden dos con elementos

(A|B) = tr(ATB)

Obténgase la matriz mas cercanaa N = (_21 _01)
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Para obtener la proyeccidn, es necesario tener una base ortogonal, la cual es

(G 25 o)

y se obtiene la proteccidon de N sobre W, que es

provw N =25 5)+5(% o)
2
=500 )
La matriz mas préximaa N es
2
=0 2)

EJEMPLO 4.27. Dado el subespacio
G ={(a + bi)x?+ (ai)x + (a + 2b)|a, b € R}
Encuéntrese el vector g, € G mas proximo a p(x) = 2ix + 5, utilizando el producto interno
(p1g) = aghy + a; by + ay b, Vp(x) = ag+ ayx + azx?,q(x) = by + byx + byx?

donde b; denota al conjugado de b;. Una base ortogonal de G es B = {ix? + 2, (5 — 2i)x? + 5ix + 1} y la proyeccién de
p(x) es

_ Qix+5lix*?+2) (2ix +5|(5 — 20))x? + 5ix + 1)
Jo = 7; - (ix*+2)+ - . - -
(ix? + 2|ix? + 2) ((5—=2i)x% + 5ix + 1|(5 — 2i)x? + 5ix + 1)
52) ., 2i(=5i) +5(1)
BTG S eI T

=2(ix2+2)+ (%) [(5 —20)x? + 5ix + 1]

[(5—2D)x?% + 5ix + 1]

[(5—2i)x? + 5ix + 1]

= (2ix2+4)+[<1—5—£i>x2 +Eix+i] = (1—5+Ei)x2 +Eix+£
11 11 11 11 11 11 11 11

. _ 15 | 16, 15. | 47
Por lo que el vector mas cercano buscado es g, = (E +4 l) x?+ Tt

Minimos cuadrados

Es una técnica de analisis numérico encuadrada dentro de la optimizacién matematica, en la que, dados un conjunto de
pares (o ternas, etc.), se intenta encontrar la funcién que mejor se aproxime a los datos (un mejor ajuste), de acuerdo
con el criterio de minimo error cuadratico. La figura 4.7 muestra el concepto de minimos cuadrados.
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Y

Figura 4.7. Ajuste, por minimos cuadrados, de un conjunto de puntos a una funcion.

Tomando como base un sistema de m ecuaciones lineales y n incégnitas Ax = b, el vector de términos independientes
puede pertenecer al espacio columna de la matriz de coeficientes, dado que el producto AXx = b es una combinacidn

lineal de columnas de A:

ai1 Q2 o Qi /X1 by
Qaz1  Qz2 =+ Q2p X2\ | by
An1 Am2 ° Qmn Xn bm

a11x1 + a12x2 + a13x3 + A + alnxn
alel + azzxz + a23x3 + A + aann

Am1X1 + QX + Apzxz + -+ QpnXn
a11X1 A12X2 a13X3 A1nXn
az1X1 n Az2X7 n az3X3 I AanXn

Am1X1 Am2X2 aAm3X3 AmnXn
aiq (5V) a3 A1n
az1 az2 az3 azn

x1 : +x2 . +X3 : +"'+xn . =
am1 Am2 am3s Amn

Si la condicidn expuesta no se cumple, entonces el sistema de ecuaciones no tiene una solucién exacta; pero si es
posible obtener una aproximacién a ella. Dicha solucién, denotada como X', es aquélla que minimizard el error
E = ||AJZ’ - E”; en otras palabras, es la distancia minima entre la solucién aproximada y la solucién real. La figura 4.8

establece la relacion entre las dos soluciones.

Jlax -] L)

g (ai1)

Figura 4.8. Reduccién del error entre la solucién real X' y la aproximada Ax' de un sistema de ecuaciones.
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La figura muestra que la solucidn aproximada es la proyeccién del vector de términos independientes sobre el espacio
columna de la matriz del sistema; por lo tanto, el vector Ax’' — b pertenece al complemento ortogonal de Lc(A).

Supdngase que W € L. (A). Esto quiere decir, que dicho vector es una combinacion lineal de las columnas de 4; es decir,

w=AcC
donde ¢ = (¢4, ¢y, C3, ..., C,). Entonces, se obtiene que
(wlax' —b) =0
(Ac|lAx' — b) =
Utilizando el producto interno usual en R™,
(Aclax' —b) =0
(ADT(Ax' - b) =
cTAT(Ax' — b) =
cT(ATAx' — ATDb) =

donde, por el concepto de distancia minima, se puede considerar que

ATAx' —ATh =0
ATAx' = ATh

Estas son conocidas como las ecuaciones normales de Gauss, y son la representacién matricial del método de minimos
cuadrados.

EJEMPLO 4.28. Regresion Lineal. Sea un conjunto de puntos obtenidos mediante medicidn
{Cen, 1), (x2,¥2), (x3,¥3), ey (Xns ) }
Se les puede ajustar al comportamiento de una recta, de ecuacién
y=mx+b

Para obtener el valor de los coeficientes m y b, es posible ajustar a un sistema de ecuaciones lineales cuya solucidén no es

exacta
mx; +b = y;
mx, +b = y,
mxs +b =y
mx, +b = y,

cuyo arreglo matricial es
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x, 1

Al aplicar las ecuaciones normales ATAx’ = ATb se puede reducir la ecuacién:

x 1 M1
X; Xy, Xz o xp\| 2 L)Y om X, Xy X3 v Xp %
G T 3 1 =G 77 -7 Vs
Xn 1 Yn

(xf + x5 + -+ x2

bt X +x+ -+ xn) (m) _ (xly1 + Xy, + - + xnyn)

1+14+-4+1 b))~ ity ++

S 5
)

i=1
gue son las ecuaciones conocidas para aplicar la regresion lineal.

2
X Xi

\__/

EJEMPLO 4.29. Determinese la recta que mejor se ajusta al conjunto de puntos presentados en la tabla 4.1.

X 1 2 3 4 5 6 7
Y | 0525|2040 |35 |60)|55

Tabla 4.1. Datos del ejemplo 4.31.

Con los datos de la tabla 4.1 se puede construir el siguiente sistema de ecuaciones:

m +b = 05 11 0.5
2m +b = 25 /2 1\ /2.5\
3m +b = 20 |3 1|, |20
4m +b = 40 > |4 1|(b)=|4.0|
Sm +b = 35 5 1 3.5
6m +b = 6.0 \6 1/ \6.0/
7m +b = 55 7 1 5.5

Utilizando las ecuaciones normales ATAx' = AT b,
de la recta buscada.

0.5

/2.5\
5 6 7) 421'8
111 |3'5|

\69)

PP P RPRRRR
\___/
/N
NG
~—

Il
/N
_

- N
_ W
=

N UL DS WN =

T~

se pueden obtener los valores de la pendiente y la ordenada al origen
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(12480 278

)(5)

_ (15}.5)

Cuya solucion esm = 0.8393 y b = 0.0714. Por lo tanto, la ecuacion de la recta buscada es

y = 0.8393x + 0.0714

El polinomio de primer grado no es el Unico lugar geométrico al cual se puede ajustar un conjunto de puntos. Cualquier

funcién lineal se puede ajustar satisfactoriamente por el método de minimos cuadrados; incluso, con cambios de

variable adecuados, se puede encontrar una funcidn no-lineal.

EJEMPLO 4.30. Encuéntrese la ecuacién de segundo grado que mejor se ajusta al conjunto de puntos mostrado en la

tabla 4.2.

-1.1

-04

0.2

0.9

1.8

2.7

3.0

3.8

6.51

3.36

1.44

0.11

-0.16

1.19

2.00

5.04

Tabla 4.2. Datos del ejemplo 4.32.

El sistema de ecuaciones se construye con el polinomio de segundo grado y = ax? + bx + c. Eso significa que se debe

obtener un nuevo conjunto de datos, utilizando el cuadrado de los datos correspondientes a las abscisas; la tabla 4.3

muestra esos datos.

X -1.1 -04 0.2 0.9 1.8 2.7 3.0 3.8
X 1.21 0.16 0.04 0.81 3.24 7.29 9.00 14.44
Y 6.51 3.36 1.44 0.11 -0.16 1.19 2.00 5.04
Tabla 4.3. Datos con la expansion de datos del ejemplo 4.32.
Con estos datos se construye el sistema de ecuaciones lineales

1.21a —-11b +4c = 6.51 1.21 -11 1 6.51
0.16a —-04b +c = 3.36 0.16 —-04 1 / 3.36 \
0.04a +02b +c = 144 004 02 1 a | 1.44 |
08la +09b +c = 011 _ | 081 09 1[(,\_| 011
324a +18b +c = —016 ~ | 324 18 1|\, | ~0.16 |
7.29a +2.7b +c = 1.19 7.29 27 1 1.19
9.00a +3.0b +c = 2.00 9.00 30 1 \2.00/
14.44a +38b +c = 5.04 1444 38 1 5.04

Que se utiliza en las ecuaciones normales

1.1 -04 0.2

0.9

1.8 2.7

(1.21 0.16 0.04 081 3.24 7.29
AT =

1

1 1

1

1 1

9.00 14.44

3.0
1

3.8
1

)
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121 -11 1 6.51
/0.16 —0.4 1\ 3.36
004 02 1| . 1.44
4| 081 09 1 <b>=AT| 0.11 |
324 18 1 ~0.16
729 2.7 1 1.19
\9.00 30 1 / 2.00
1444 38 1 5.04

Al realizar las multiplicaciones se obtiene el sistema de ecuaciones

355.3027 106.7290 36.1900\ ,a 107.4957
106.7290 36.1900 10.9000 <b> =1 19.9590
36.1900 10.9000 8.0000/ ‘¢ 19.4900

Cuya soluciénesa =1, b = —3 y ¢ = 2. Por lo tanto, el polinomio que mejor se ajusta al conjunto de puntos dado es

y=x%—3x+2
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